内容简介 


本书是大学数学的内容、方法与技巧丛书之一，对常微分方程的主耍内 

容、基本方法与常用技巧进行了全面的讨论与分析，用大 M 的例题对所讨论 
的内容与方法作了演示与论证.全书的内容包括初等积分法、基本定理、线性 
微分方程、线性微分方程组、定性与稳定性概念及一阶偏微分方程 • 本书用简 
明易懂、通俗流畅的语言深人浅出地诠释概念、解析疑难、演绎方法与技巧 
帮助读者理解与熟悉常微分方程的基本概念与理论，培养读者运用常微分方 

程方法分析问题与解决问题的能力 • 本书与教材同步，在方法与技巧上略苻 
拓宽与提高，是大学生、工程技术人员与经济分析人员必备的、渎之冇益的一 
本好书. 





刖 




常微分方程是数学的一个分支•在工程技术领域、经济分析领 
域及其他许多学科领域中冇广泛的应用并显示出十分重要的作 
用.它常常既是研究的起点.又是基本的工具.因此，理解与熟悉 

常微分方程的骓本理论 •掌握 解决常微分方程的蕋本方法.熟练求 
解常微分方程问题的常用技巧是非常必要的.本书就是为帮助读 

恭克服 学习屮的困难，尽可能更好地获取本门课程的精髓而编写 


的 


本书按窜节编排，分为主要内容、疑难解析和方法、技巧与典 
型例题分析三个部分.主耍内容包括初等积分法、基本定理、线性 
微分方程、线性微分方程组、定性与稳定性概念及一阶偏微分方 
程，越本依据东北师范大学数学系编写、髙等教育出版社出版的 
《常微分方程》凝炼归纳.疑难解析部分则考虑到读者在学习过程 

中可能遇到的关于理论与方法的各种问题，进行了认真的分析解 
答.方法、技巧与典型例题分析部分不仅对所选教材中的习题作了 
全面完整的解答外，还补充了大量的、典型的例题，对常微分方程 

的基本方法与常用技巧作了演绎叙述，使本书的内容比教材有所 
提高与拓宽.在本书的编写中，作者力求以简明易懂、通俗流畅的 
语言深人浅出地诠释概念、解析疑难、展示方法与演绎技巧，帮助 
读者理解与熟悉常微分方程的基本概念与理论，培养读者运用常 

微分方程方法分析问题与解决问题的实际能力.相信本书能成为 
大学生、研究生、工程技术人员感受到开卷有益的奸书. 

本书在编写过程中参阅了其他有关箸作，在此向这些著作的 



作者们表示诚挚的谢意•本书得以出版，还要感谢华中科技大学出 
版社领导与编辑的大力支持，编辑与出版人员为本书做了大量的 
精细的工作，使本书能较好地奉献给读者. 

由于学识与水平所限，错漏之处在所难免，恳请读者批评指 
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作者 

2006年5月 
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第一章初等积分法 


某些类型的微分方程的求解问题能够化为初等函数的积分问 
题，用积分的方法求微分方程的解，称为初等积分法.木章将介绍 
一些可用初等积分法求解微分方程的类型及其方法与技巧. 


第一节微分方程与解 


主要内容 


1- 联系自变量、未知函数以及未知函数的某些导数(或微分) 
之间的关系式称为微分方程. 

未知函数是一元函数的微分方程称为常微分方程，未知函数 
是多元函数的微分方程称为偏微分方程. 

， 2. 微分方程中所含未知函数的导数的最高阶数称为微分方 

程的阶.它是常微分方程分类的一个基本依据. 

3. ，y ) = 0 称为一阶隐方程， 

y =/(.^， 30 称为 一 阶显方程. 

MCr oOdx + TVCr 0 称为微分形式的一阶方程 * 


① 


= /(i ， 


:， 


称为《阶显式方程， 


② 


)=0 




称为"阶隐式方程_ 

4. 定义1设函数在 [〃，幻 上有定义，且存在阶导 


数，能使 


(") 


F(.r , (j ), 

成为区间 [> 4] 上的恒等式，则称 _ y = _y ( d 为方程②在 [〃 ，幻上的 
一 个解. 


(.r ) ) = 0 


_攀 ■ 


3 ; 


对于其他形式的方程或区间，也可作相应的 叙述. 

解的图像称为微分方程的积分曲线. 

5. 阶常微分方程的含有《个任意常数 C \， Q ， …， G 的解 




y = <pix,C x yCi ， 


♦ » * 


称为该方程的通解.由隐式表出的通解称为通 积分. 

用来确定通解中任意常数的条件称为初始条件.》阶常微分 
方程的初始条件通常写成 

y (a ) 


( 


〆 了 0) 

阶常微分方程的满足初始条件的解称为特解.由隐式表出 


) 


^0 ) — ^0 






， 


， 


的特解称为特积分. 

6. 求微分方程的满足初始条件的解的问题称为初值问题.初 

值问题也常称为柯西 （ Cauchy ) 问题. 


疑难解析 


1. 微分方程与其他方程有何不同？ 

答通常把表达未知量所必须满足某种条件的含有未知量的 
等式称为方程.方程可以按对未知量所施加的数学运算进行分类， 


如 


— 3 x+l = 0， 

中对未知量: r 施加了代数运算，因此它们称为代数方程 


T 


sin 2 :r + cos 3 ,r = 1， 


— 1 


e =.r 


中含有未知量 i 的超越函数，因此它们称为超越方程 

-2 y -3^ = e r , 

中的未知量是未知函数》且对 y 施加了导数（或微分）运算，所以 
它们称为微分 方程. 


+ 2 v ;/ —y + j/=sinx + l 


if 


y 


y 



2. 怎样理解微分方程解的几何意义？ 

答由于求解微分方程开始时常用积分方法，因而习惯称微 
分方程的通解为通积分.一阶微分方程的通积分是一函数族，每个 

函数的图形都是一条曲线，也称为积分曲线，通积分称为曲线族. 
而特解是通过特定点的一条曲线. 

一般地，一阶微分方程的通积分是一个单参数的曲线族.如5 


ds 


= 是微分方程的通积分，由 C 的不同，对应一族 


dt 


抛物线•而〃阶微分方程的 通积分是含有 〃个 参数的叻:」 


微分方程的解所表示的积分曲 线在 微分方程所确 
中有几何解释，在微分方程研究中也起着重要的作用 • 




设有微分方程 E ； = /( i ，： y ) ，若 /( x , 30 在 jtOj 平面的某区域 O 

上有定义，在区域 D 上任一点 M ( x a ， 3 ,。 ） ，以此点的函数值/ U 。， 
3^) 为斜率作一个方向（直线段），则称区域 D 连同函数/(1 0 ，)在 D 




上各点处的方向为所给方程在 D 上的方向场.方程 g = 的 

积分曲线上每点的切线方向，均与方程所确定的方向场在该点的 
方向相同* 


事实上，若 g = /(. r ， 3 0 的积分曲线为 _y = fCr ), 则曲线上任一 

点 MCr ，^ Cr )) 处的切线斜率为 ^^ = / Cr ，《?><>))，而方向场在点 

M ( x ， pCr )) 的方向斜率按方向场定义也是 /( x #(. r )). 曲线的切 
线斜率与方向场斜率相同 ，说明 积分曲线在点 M (.: r ，^. r )) 处与方 
向场该点的方向相切.反之，若在区域 乃上有 一曲线 _ V =?0_) 在各 
点处的切线均与该点方向场的方向一致，则必是已知方 
程的一条积分曲线. 

积分曲线的这一性质，提供了确定积分曲线的几何依据，方便 
了对解的研究.在方程无法求解时，可通过在方向场上画积分曲线 
的方法找出近似解. 



方法、技巧与典型例题分析 


要求熟悉关于常微分方程的解、通解和特解等基本概念，能够 
验证微分方程的解，并学会建立一些简单的微分方程 . 

例 1 验证给出的函数是否为相应微分方程 的解： 


dy 


3^ 2 + 5x —+C ； 


⑴ 5 右 




2 






(2)「 = />(x) ： y ， /)( ： r) 连续 ， ：y = Ce 


)/(2x); 


(3) (x~\~y)djr^~:rdy^O 9 y = (C 

(4) y tf —x lJ ry 2 ^y= l/x. 

只需对给出的函数求导，然后代人验证即可 


(1) 是 . 因为 y = 3x 2 /5 十、 r , 所以 


dy 


3x 2 + 5x 




djc 


J // (u yd. 


(2) 是.因为 y=Ce 

隹 = C J 一 


户 （ x ), 所以 


pi:r) = p{x、y 


dx 


C 2 


1 / C 2 +x 


(3) 是，因为 y =— 




d ) C 2 + x 2 

i __ 


C 2 — .r 2 + 2*2 ： 


— iy ~\ rx ) ， 




乂 I 

dx 


2 t 


2.r 


2 x 


所以 


(: r-hjy)d:rH~ 1 rd3 / = 0. 

u) 不是，因为 y = _A ， y=4 , 所以 


y ’=: 2 +夕 


在区间 （_ 1 ， 1) 内是方程 y +2jry 


例 2 证明 ：函数 y= 

= 0 的一个解，但任何 包含一 1 或 1 的点的区间不是它的定义区 


x 2 — l 


间 


4 


2 x 


证 在（一 1，1) 内 — 2 与 

一— 丄 


都有定义，代 


3 


( x 2 - l ) 


2 


X 


人方程得 


2 r 


y +2 d ， 2= — 


2 x 


= 0 , 


2 


2 


1) 


(x 


— 1 


: r 




所以，产 


在区间 （一 i ， i ) 内是方程的一个解 


-1 


x 


但尸 


在点: r =± l 无定义，所以任何包含 一1 或1的区 


— 1 


JC 


间都不是解的定义区间. 

例 3 验证所给二元方程确定的函数为所给微分方程的解 

( 1 ) ix~2y)y f = 2jc — y ^ x z — xy-\~ y 2 = C ^ 

(2) {xy — y tf joy 2 yy* — 2y r = 0 9 y = \rx (jry). 

对二元方程求导，将结果代入微分方程验证 . 

(1) 将方程 x 2 — jry+y = c 两端对 j ： 求导，得 

2x — y — xy f + 2yy = 0 y f = {2x — y)/ (:r — 2y) ? 

y-hy 2 =C 确定函数是所给微分方程的解 . 

(2) 将方程 jy= In 030 两端对 .r 求导，得 

y = l/x-\-y f / y y =y/try — x ), 

y tr — ( — ^y 3 ^~\~2xy 2 — 2xy^> / {xy — x ) 3 ， 

ixy~x^y f ^rjcy 2 ~\-yy f 一 2y f = 0, 




知 


X — X 


代人得 

知 3 / =比(巧)确定函数是所给微分方程的解 • 

例 4 确定函数关系式中的参数，使满足所给初始 条件： 

(C 1 +C 2 x)e 2 % 3 ^(0) = O,y (0) = 1; 

(2) y=C l sin(x~C 2 ) ，: y (穴 1 ，y (丌 ）= 0. 

将初始条件代人函数式及其导数式，即可确定参数值. 

(1) 因为=(^# + 2(<^十(^文> 2 %代入初 


( 1 ) 






始条件得 


= 0 ， 
C 2 — 1 ， 


Cy = 0 ， 

C 2 + 2Cj = 1 





故 


y — .rc 


(2) 因为 jcCpinCr—CW — C 2 ) ，代人初始条件 


得 


C'sin (tt — C^) ^CVsinC^ = 1 ， 
CjCOs(7t —C 2 ) = — C } cosC 2 = 0 


C ! = 1 ， 

Q = 7 r /2, 


3 / = sin(x —7t/2) 

阶微分方程的通解 含有〃 个独立常数(称为参数），它在几何 
上表示一个有〃个参数的曲 线族. 反之 ，一 个含有《个独立参数的 
曲线族必伴随一个《阶微分方程.此微分方程可以由所给〃个参数 
的曲线族微分 〃次 ，然后从〃+1个方程中消去〃个独立参数而得 


故 


— COSX 




n 


pj . 


例 s 求下列单参数曲线族所满足的微分方程 

(1) y = Cx -\- C z ； 

(3) C ( j /+ C ) 2 = ? 


(2) ay 2 ^ Cr - C ) 3 ; 


d ) 


(1) My = Cx ^ C 2 两端对 . r 求导，得 C = f •代人原式，得 

« I d y \ 2 




■r - j — 

dx 


d.r 


即为所求微分方程 • 

(2) 对 “ y=Or — O 3 两端对 1 求导，得 


d ) 


2 ay ^-3 Cx - Cy , 


代人原式，得所求微分方程为 


d‘y 


或 27 j ' = 8“ 


2 — 




ay = 


djr 


(3) 将原式改写为#()，+0 = / /2 ，再两端对丁求导，得 

d ) M 2 


= i x 


1/2 


或 c = 


x 




d + r 


代人原式，得所求微分方程为 




dy 


12 


8 


— 27 




.r 




d.r 


dx 


例 6 求下列双参数曲线族所满足的微分方程 
(1) xy = C,e r +C 


(2) y 2 = C, iC\-x l ) 

(1) 将 ” = 0〃 +0- T 两端对 . r 求导，得 


c 


心， 


: V + 了 ^ = C l c l —C 2 e' % 




d 


3 ; 


工 g^ = C 1 e r + C 2 e 


dx 




解得 


C 2 = 


(2 e — r )， 


• m 石 


, 1 


: r 


c : = : y + 




c 


2 dx 1 2 


代入原式，得所求微分方程为 


d 




y 


+ 2 


_ ^ r y— o 


•T 


dx 


dx 2 


(2) 将 ：/ = (： 〆 (：〗一 r 2 ) 两端对 . r 求导，得 

— C x x 和 


<^y 


dy 


d 




—(:i ， 








dx 


djr 2 


d 2 》 

d 7 2 




dy 


解得 






dx 


上式即为所求微分方程. 

建立微分方程并确定初始条件是比较困难的，往往需要借助 
几何、物理、化学、力学等许多方面的知识，在以后的章节中将逐渐 
予以介绍. 

例 7设一曲线上某点处的切线、切点到原点的向径及 . r 轴围 

成一个以: r 轴为底边的等腰三角形（图 1. 1)，且曲线通过点（1，2). 
求该曲线方程所满足的微分方程及定解条件. 

解 设曲线方程为 3 ，=^(1)，/1(工，^)为曲线上任意点，则过 
点 A 的切线方程为 = — 尤），所以点召坐标为 


—3^0 ^ 由题意 \ AO \ = | y ! B | ，故 


x — 


3^ 


7 


/■r 2 +y = / (wy ) 2 +y ， 
)，（1) = 2 

即为所求微分方程及定解条件. 


)(1) = 2 


( 1 , 2 ) 

、 /I (x ,y ) 


O 


图 1. 1 


例8设一平面曲线经过定点％。，且曲线上任一点 M ( M 。 除 

外）的切线与直线的交角恒为％.求此曲线方程所满足的微 
分方程. 


以为坐标原点，建立直角坐标系如图 1.2 所示.设曲 

线方程为 = ，贝 1 J 


1 

丄 _[ - ， 


tana 0 = y 


整理，得微分方程 


f _jo\ana 0 -\-y 

x —— ^tana 0 


第二节变量可分离方程 


主要内容 


dy 


/ Cx )# 30 的方程称为变量可分离方程.其通解 


1. 形如 




dx 


8 



由 


, ^) = 1 /Cr)dx+C 


① 


表出.式①是方程通解的隐式表达式，又称为通积分.方程除通积 
分外，可能还有常数解. 

2. 变量可分离方程的微分形式为 

M(x)N(y)dx-\-P(.T)Q(y)dy = 0, 

此时，^和^均可为自变量或函数，通积分为 

QQO 

N( y ) 


fM (. r)」 」 f 


dy = C (N(y) * P(.r)^O) 


疑难解析 


为什么变量可分离方程除了通积分外，有时可能还有常数解? 
答在非线性微分方程的解中，有时会出现一些通积分之外 
的常数解，称之为奇解.出现奇解的原因有 两种： 




(1) 对^型方程，因为求通积分时令 〆 W 关0,故 
< p ( y ) = 0 时的实根 


也是方程的解（常数 




解）, 


(2) 对 M (.7 ) A ^( j /) d.x + P ( j ： ) Q (3^) d ^= 0型，因为求通积分时 
令关0和 PGr ) 关0,故尸 Cr ) = 0， iV (3 O = 0 的实根也是方程的 

解（常数解). 

有时，可以通过取通积分中任意常数 C 为零，将方程的常数解 
包含进去.解题时要注意不要将常数解遗漏. 


方法、技巧与典型例题分析 


求解变量可分离的微分方程，关键是正确地分离变量与计算 
不定积分，要理解隐式解存在的根据是隐函数求导法则，并应该注 


意不要遗漏可能存在的常数解. 

例1求下列可分离变量微分方程的通解 






⑴石 町; 


y\n ： r ； 


( 2 ) ^ 




dx 


dy 


(3) 


(4) tanjydi — cotjrdjy = 0; 


⑸砮、 (l+‘r ”， 




(6) 石 =(cos 工 cos2j，) 2 


(1) 设3，关1，分离变量，得 




=dx ， 


y^y 

In I \ny \ = jt+C \ ， 


两端积分，得 

即通解为 InjfCc 1 或 

1也是方程的解（可以令 c = o 得到) 

(2) 分离变量，得 


(C 为任意常数) 


3 , = e 








In 丄 dx (y9^0) j 




y 


两端积分，得 

即通解为 


]n3 ; = x(lnx — 1 ) +C > 

(C 为任意常数) 
^=0也是方程的解（可以令 c==o 得到）. 
下文不再注明 C 为任意常数. 


.r(lnx ― 1 ) 


Cc 






(3) 分离变量，得 


dj = c J dx ， 


两端积分，得 e^^+C 即为通解 

(4) 分离变量，得 


djr 


dy 


cot；r tan) ’ 


两端积分，得 sir^cos.r = C 即为通解 

(5) 分离变量，得 


dxj 


ydy = 


1 +x 


10 





In 11 十 //， 3 丨 ~\ rC ] ， 


两端积分•得 


即通解为父 In | l + x :s | +C (: r 关 一1 o , 乒 0), 

(6) 分离变量，得 




( cosx ) M.r ( cos2y7 ^ 0 ) ， 




( cos 2^)^ 


两端积分，得 *7 ptan 2 jy = iCr ' + sin . rcos.r ) + C ! 




即通解为 


tan23 

cos 2 jy ，= 0, 即 y = n / A ~\~ nn/2 («GN ) 也是方程的解 


smjcnsj- i i 


f = x 


例 2 求下列方程满足初始条件的解 




= y(y~ 1) fy(0) = l ； 

(2) (x 2 —1 )y +2 乃 ” = 0 ， jy(0) = 1; 

解 （1) 分离变量，并写为 


( 1 ) 


dx 


- dy — d . r ， 


y—l 


y 


^ = Cc ( . 


两端积分，得 
代入 〆 0) = 1，解得 c = 0•于是，特解为 

尸 L * 




(2) 解法一分离变量，得 


dx ， 


2 ^y 




— 1 


X 


y 


InU: 2 —1 丨 +C 


两端积分，得 
代入 〆 0) = 1，解得 C = l . 于是，特解为 




3 ; 




1 十 In |. r 2 — 1 | _ 

解法二也可用定积分方法求解.由 


11 


J:- 


1 

— -ax 




x 2 — 1 




即得特解 




1 +ln — 1 


例3求解方程 


x 


分离变量，得 


— yd )’ 


xdx 


( x #± l ，7#±1)， 


1— ^ 


l——.r 


两端积分，得 

当3；= 士 1 时， 一 1<1<1;当工=士 1 时， 一 l <： y < l . 

求一曲线，使其上每一点的切线斜率为该点横坐标的两 


例 4 


倍，且通 过点尸 （3,4 X 

解由题意，列出初值问题 


y f =: 2 工， 


》（3) = 4 


分离变量后两端积分，得 


•r 2 + C ， 






于是，曲线方程为 


代入 _y(3) = 4, 解得 c = — 5 


» 








求一曲线，使其有如下性质：曲线上各点处的切线，切点 

轴可围成一个等腰三角形（以工轴 为底） ，且通 


例 S 


到原点的向径及 
过点（1,2)_ 


X 


由第一节例7知，所求问题为 

d ^__X 


解 


dx 


x 


^(1) = 2 


C . 代入 〆 1) = 2,得 c = 2.故所求 


分离变量后再两端积分，得 r)r 
曲线方程为 
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2 . 


t = 


• r ) 


例 6 人工繁殖细菌，其增长速度和当时的细菌数成 正比. 

(1) 如果过4 h 的细菌数为原细菌数的2倍，那么经过12 h 应 

有多少个？ 

(2) 如果3 h 的时候，有细菌 10 1 个，在5 h 的时候有 4 X 10 4 个， 
那么在开始时有多少个？ 

解设时刻 f 的单位体积的细菌数为 x (0, 则增长速度为 


由题意，得 


d:r 


-T^=kx ( 々 > 0 )， 


ck 


: r (0) = : r o 


求得: r (0 的方程为 

(1) 由题意得 . roe u = 2* r 。， 即 
故12 h 后，细菌数为 


2 


12 方 


— Sx 0 (个/单位体积) 


x = .r 0 G 


(2) 由题意得 


Jl0 4 = x 0 e 3i ， 

UX10 4 = x 0 e 5jt ， 

=1. 25 X 10 3 (个/单位体积） • 

例7 —高为1 m 的半球形容器内装满水，水从其底部小孔中 

流出 • 设小孔横截面面积为1 cm 2 . 求水从小孔流出过程中水面高 

度/ I 随时间变化的规律. 

解水从孔口流出的流量 Q 有以下公式 


从而解得 


<Q = 音 = 0_ 62S/2gh, 

其中 V 为通过小孔的水的体积， S 为孔口横截面面积，尽为重力加 
速度. 于是，得 


dV 


= 0, 62/2 gh 


dt 
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又在 △/ 时间内，容器内水面落差为办 
( d //<0)， 有 


100 


dV = —nr 2 dh , 

其中「为时刻/时容器内水面圆半径 

(图 1_3). 


由 


得 


c\V — — n (200 k — h 2 )dh ^ 

从而得水面高度函数 A = A (/) 应满足微分方程为 

0. 62 V 2 ghdt = — jt(200/? — h 2 、 c \ h ， 

h (0) — 100. 


分离变量，得 


TC 


(200/7 ,/2 -/i : ^)d/i, 


1333 


0. 62/2^ 


两端积分，得 


+C 

^ 1 -^ 


丌 


0. 62/2^' 3 


代人 A (0) = 100,解得 


14 


7 T 


c = 


Xf^XlO 


K> 
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0 . Q2/Zg 

于是，得水从小孔流出过程中容器内水面高度 A 与时间 f 的函数关 


系为 


丌 


(7 X 10 5 — 10 3 A 3/2 4-3 A 5/2 ) 


4, 65/2^ 

例8变量可分离方程 


dy 


—f (.r)g(y) (a<^jr<Zb $c<Zy<id ), 

其中/(//•)，片( 3 ，）为连续函数，且片 < ^)乒0，证明 ： ¥(心， > )6只 2 ，方 

程满足 〆 &)=> ，且存在唯一解- 


dx 



证设初值问题#有解} = 〆 』，），则 


d 


.r 


有 


d<p(jr) 


= f (:r)g(<pix )) ， 


dx 


分离变量后积分，得 


d(y>(Q) 

), 0 尺（沪⑴） 


<pir) 




^ 0 


设 G ( jO 与 FCr ) 分别为^ y 与/(./0的一个原函数，则有 

■ 

G(^(.r)) — G ( 3 J o ) = F(^r') — Fijc 0 )- 

由 <7 ( )， ） = 1 /〆 j ，) 关0知，贫 (_y ) 是单调函数，故解得 

<p(.r) = G " 1 [F(x) — FC.rg) H-G(jy 0 )[] ? 


即知解是唯一存 在的. 


第三节齐次方程 


主要内容 


d：y 


的方程称为齐次方程 


1. 形如 

作变量代换 《 = 3^ r ， 可化为变量可分离的方程 

du f (u ) — 




d.r 


u 


dx 


x 


其通积分为 Ci.r = el /<^« ， 


du 


<p(u) = 


x = Cen 7 


fill) _ 


u 




ax~\-by 

a^z-^bjy 

I 

ax-\-hy-\-c \ 

ciyz-^h^y-^cj ’ 


的方程也是齐次方程 


2. 細 g 




dy 


令 : r = f + a，^y = 7 + /^( a ，/^ 为待定常 


/ 


对 




djr 
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数），可得 


^ ^ ^ H - bp + 


d 7 


a 


c 




dc 




a 


选取 a 和/?，使得 


aa-\-hp J rc = 0 > 

+ = 0 , 

^ A ^ ab ,~ ba ^0 时，《，/?有唯一解，化上面方程为齐次方程 

a$-\-by 


a 


d 7 




dc 


a 




求解此方程，并用 ^ = x — a , rj 


曰 代回，即得方程 




3 ; — 


dx 


ax^by-^c 

QyX^h^y + c^ 

当 4=0 时，若 h = 0, 则〜与 6 中至少有一个为零 • 在6 = 0时， 


的解 


dy 1 / dz 


原方程是变量分离的0时，令;^ = ^ +如， 
方程化为变量可分离的. 


，原 


dx b i dx U 


d_y 


b 


a 


当 △=() 时，若&/0,则 ^ = y = 原方程化为石= 

kia^x^b^y) +c 

{ a A x + h x y ) +q 


令 2 = ，则 y — Triz - a l x ') ，得方程 


by 


1 / d ^ 


kx-\-c 


bAd^~ ax 


是变量可分离的 


疑难解析 


怎样理解齐次方程？ 

答这里的齐次是指方程中的次数相齐（相等），与线性 
齐次方程中的意义不同，后者是等式一边为常数零. 

齐次方程可以化为以下几种形式: 
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dy 


d：y 




ax-\-by \ 

厶 】: v ’ 


X 








， d:r 


dx 


a 


y 


d ^ 


ax -\- hy-\-c 
a 1 .r + 6 ] 3 ； + c 1 




dx 


求解齐次方程的关键在于怎样将方程化为上述形式，并运用主要 

内容中的方法求解. 


方法、技巧与典型例题分析 


例1解下列 方程： 

(1) ( x ~\~2 y)dx — xdy = 0 ; 

(3) (.r 2 +y) j^ = 2x3M 


(2) ()' 2 — 2 xy ) dx -\- x z dy = 0 ； 
(4) xy — y 


y 


—.xtan — 


x 


工+3 7 


(5) xy — y — ( xH - jy)ln 

解先将所给微分方程化为齐次方程，再作变量代换， 


x 


d ) 


2,得 


(1) 将方程化为 g=l + 2 4, 令 


11 = 


JT 


X 


d.x 




du 




= l + 2« => 


u 


X d ^ 


l +« 


X 




两端积分，得 


l^ru — Cx 1 H = Cr ， 


x 


即通解为 


Cx 




— X 


y 


= 0 也是方程的解 


JC 


d 夕 


: V 




y 


，令 


丄，得 


(2) 将方程 化为# 


= 2- 


u = 


x 


X 


X 


dx 


du 


du = —— （《=^0，1) 


u~rx j — = 一 u 二> 

dx 


u —— 1 


X 


u 


Cjo 


两端积分，得 In = ln!Cx 

u — 丄 


Cx — 1 ’ 


Cx 2 


即通解为 


y=^ 


Cx — 1 

由《 = 0和《 = 1，知 5=0 与 7=1 也是原方程的解 
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<^y _ 2( y / x ) 

1 + (y/^) z ’ 


令 《 = 丄，得 


(3) 将方程化为 


d.r 


x 


du 


« Cl — it ) 


d.r 


(“ #0) ， 


u 


T — = 

d*r 1 + “ 


X 


1 — « 2 + 2t( z 


d.r 


d . 


r 


即 


* v-m 4, • 

uu = — 


—+ 


du = — 




u(l — u 2 ) 


1 —— u 


,r 


u 


X 


两端积分，得 


1( 


u 


In 


= lnCi :=> 


= CVr ， 


l — u 2 


1 — u 2 


即通解为 


^'~ — y 2 = Cy t 

由 w = 0, 知 jy = 0 也是原方程的解. 








V 


得 


⑷财抛靖 一 


，令 


— = tan — 




x 


X 


X 




dx 


+ ^dl 


=tan// => cot^di^ = — (sin/^O). 


u 


— u 


x 


两端积分，得 


Cx ， 


smu 




y 


即通解为 

y =0 也是原方程的解. 
(5) 将方程化为 


Cjo 


sin 




x 


dy 


y 


y 


y 


1 + — In 1+— ， 


d:r 


j ： 




T 


令得 


X 


d “ 


«+JT 


=(l + «)ln(l + &) 


— u 


dx 


du 


cLz 


(1 十 h #0，1 + k #1) 




(l+w)ln(l;w 了 




两端积分，得 

即通解为 


Cr 


ln(l+w)=Ci ==> 

.r (e Cr — 1 )• 

由 l+w = 0 和 1+« = 1 知 9 y = 0 ^y — 
(6) 将方程化为 


— 1， 




e 


u 






也是原方程的解 


— jt 
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.V 


y 


1 — 


dx 


x 


X 


令“ ^■，得 


X 


dw 


d " 


1 


1 —— it 


u 


X -j— 

dx 




u 


u 


r d ^ 




两端积分，得 


In \Cx j ， 


arcsini ^ 




3 r 


即通解为 


=ln \Cx I 


arcsm — 


x 


T 


例 2 (l + 2e ,/v )d^ + 2e 

将方程化为 


1 — 士办= 0,求通解 


3 ; 


d.r _ 2(^'/y— 1 )e ,r 




l+2e r 


x 


令 


，得 


u — — 




du 




if 


y ^ = 


l + 2e 


u 


两端积分，得 


—+ 2 e ^ v | = c ， 


ln(“ + 2e")+l ny = 1 nC 




: V 


即通解为 


!y 


,r + 2 jye 


C 


.r 




例 3 解下列 方程： 

(1) (2.r — 4^ + 6)d*r+ (x + jy — 3)djy = 0; 

(2) (2x 2 十 3y — 7 )xdx— (3.r 2 + 2y — 8)^ = 0 ； 

j 

( 3 ) (2,r+ 3^+1 )d.r — ( 4 >r + 2^ — 3 ) 办 = 0; 

3^-2 \ 2 

解 将方程改写为标准形式后，通过适当的坐标变换，将方程 
化为齐次方程，再求解. 

(1) 将方程改写为 


(4) y =2 
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cLr 了 + 3 /— 3 


因为 d 


6#0,解 






4/?— 2<^= 6 ? 
a+#= 3 

令 .；r = f +1，3/ = 7 + 2，代入原方程，得 

和 ― 47— 2 令 

d^~ c + 7 


a=l ， 


=> 


P=2. 


1 


令 


，则得 


u = 


T 


du iu — 2 


{u-\~l )d 

67-i )(^-2) 


d 彡 


u 


+ c 


—— -fT (w 尹 1 ， 2) 


=> 


u 


d 彡 l-\-u 


2 


u —— 2 


两端积分，得 


^=c? 


(u — 2) 


u —— 1 


即通解为 


(y — 2xY — C{y — x 一 1 ) 2 , 

由 w = 1，" = 2知 ,y = Jo + l , y = 2 x - 也是原方程 的解- 

(2) 将方程改写为 


2ydy = 2x 2 -\-3y z -7 

2srdj ： 3r 2 + 2jy 2 — 8’ 


令 


则得 


— u f y —v > 


x 


dv _ 2ti-\~3v — 7 

du 3u-\~2v 一 8 


因为 △= — 3/0,解 


2 。 +3/?=7 ， 
3«+2/?=8 

令 it — ^~\~ 2，1^=^ +1，代人原方程，得 

dr] 2f+3V 

d^ _ 3^+27* 


a = 2. 




/3=h 


7 


令 


，则得 


w = 




d$ 


3 + 2w 

2(1 —w 2 ) 


dzv=-^r (t^^rb 1) 
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1 ~\-zv 


两端积分，得 


= Cf 1 ’ 


(1 — zv) 

y 2 — 3 — C Ct 2 — y 2 — I ) 


5 


即通解为 


5 


X 


由 XV— 土 1 知 

(3 ) 将方程改写为 


一 jr 2 + 3 也是原方程的解 . 


-lo 


=x 




t - 


2i+ ： y—1 

dx + 2y — 3 ， 


因为 ^=0>~ = —, 故令 2 = 2:r + 3 ^， 则得 

dz 5^r — 5 
— = - 

djr 2 之一 3 


S d " =5dx ( ㈣ ) 


两端积分，得 
即通解为 


2z — \n\z—l\= 5.r+C \ ， 
2 x-\-y — 1 = Cc 2y ~ x . 


由 2=1 知 ， >=1 — 也是原方程的解 
(4) 令 x; = ^y + 2 ， 


一 3 ,则方程化为 




U 


X 


dt ； 


\ 2 


V 




du 


v 


V 


令 


，则有 


z = — 


U 


ds ： 


du 


a-\-zy 
z(l +: 2 ) 

In \ zu \ = — 2arclanx ： H"ln |C | ， 


2： 


^ + ^ ^ = 2 


d ^：= —— 




du 


1+ 之 


u 


两端积分，得 


y±2 

.r-3 


即通解为 


2arctan 


y^\-2 = Ce 

由 z = 0 知， j=_2 也是原方程的解 _ 

例 4 求下列齐次方程满足初始条件的解 




( 1 ) (^ 2 — 3x 2 )dy-\~2xydx = 0 1 ； 

(2) (x 2 + 2xy —3^ 2 )dxH- (y 2 -\r2jry — x 2 ^)dy= 0 （ 1) = 1 

(1 ) 将方程改写为 


dy 


2{y/x) 

(_y/x ) 2 — 3 _ 


d.x 


y 


令 


，得 


X 
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dx 


d “ 


— 3 


2 u 


u 


du = — 


- 

4% 一 ^ 


T d ^ = 


u 


3 


-3 


x 


u — u 


u 


2 


—1 


U 


= lnCx ， 


In 


两端积分，得 
即通解为 

代人 〆 0) = 1，解得 C =1 •故特解为 


U 


x 2 =cy 




3 




— X 


y 


(2) 将方程改写为 


djy — {y/xY — 2(y/x) — 1 

dx (y/^) 2 -\-2(y/^) — l 


y 


，得 


令 


u = — 


X 


d:r 


2 u 


du 


2 


“+1 


+ 1 


X 


u 


+ l = Cr (^ 2 + l ), 

十3，= (^(工 2 +3^乂 

代入 〆 i )= i ， 解得 c = i .故特解为 

y = x 2 ~^r y z n 

例 5 设 [ 23/(0 + Z ^ + yTO ] d / = : o /(0 ， 且 ： v ( 1) = 0 ， 求 

J 0 


两端积分，得 
即通解为 


U 


X 


X 


y ( x ) 


将积分式两端对 r 求导，得 


d 3 ; 


3 J 


x 


令“ = 上，得 


dx 


x 


X 


分离变量后两端积分，得 


ln(«+ /l+“”=lnCr_ 

代人以1) = }(1) = 0 ,解得，故 


^( x 2 - l ) 


—— v 1+« 


=X 


3 ; — 


u 


22 



例 6 —船从河边点 A 驶向对岸 
码头点 c >， 设河宽，水流速度为 

船行速度为 V ， 如果船总是朝码头 
点 O 的方向前进，试求行船的路线， 
并证明船能到达对岸点 o 的充要条 
件为 

解取坐标系如图 1. 4所示.设 


V 


/I 


W ， 


W 


a 




O 


dx dy \ 

■ ■ ■ I ， ■ n I 

dt 9 dt r 


时刻^船位于点 PCrj )， 则船的运动速度 *=(%， 〜) 




dx 


v 


故 


dy 


V 


y 


，其中是与同方向的单位 

(1，： y ) ，故 


因为 w= ( w ，0 )，v 


ve rcr 




V 


( I ， y ) ，则 


向量， € 


V = — 


PO 




V.T 


6 = >v+v = 


zv — 


从而，建立微分方程 


dx 


V, 


JT 


X 


ZV 


X 


XV V x 


+ 1 + 


<^y 


y 


y 


vy 


y 


v 


V 


<dw 


djr 


x 


+«，上面方程化为 


令 w = —，则 


dy~ y dy 


y 


dw 




zv . 


y 


d )， 




V 


IV 


(ln)' + lnC )， 


h 


两端积分，得 
即通解为 


arsin 


u= 一 




T ； 


—( Cy ) 1+ -] 


因为 i ( / i )==0 , 解得(: =1/ A , 故船行路线方程为 


IV 


C(Cy ) 1 




V 


X 


ic 


\o 


TV 


h 


y 


y 


v 


V 


， o «々 


T - 


h 


h 
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^ vKrv 时， x 为负值，所以船能到达对岸点 O 的充要条件是 


V 


^>zv 


例7设函数/( X )在[1，十 OC ) 上连续.若由曲线7 = /(1)、直 

m - T = l,.T = t ( C >1) 与 . r 轴所围成的平面图形绕 , r 轴旋转一周所 
成的旋转体体积为 


7T 




求 3，= /0 r ) 所满足的微分方程，并求满足初始条件 >(2) = ^ ■的解 

解依题意，有 


7 T 


V (0 = tt / 2 (x)d：r = —/(!)] ^ 


3尸⑴= 2#⑴ + W ⑴， 


两端求导，得 
化为微分方程 




2 


3" 


y 






dr 


jr 


j ： 


令得 


x 


du 


=^3u(u — l) {u^OA) 


JT 


dx 


分离变量后两端积分，得 


du 


cLr 


y — x = Cx y 


(w — 1) 


jr 


u 


由 〆 2)= 去解得 C = — 1，故所求特解为 


•r 




1 + 工 


例 8 证明： 是齐次微分方程，则微分方程必可 

j 仅依赖于 


写为 ㈣ 引’其中# 

证因为对所有的^，均有/( X ，)，）=/(&，以）成立，所以，对 




X 
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也成立 • 于是 






/ = 1 /.r 




f {jc ， y、 = JXtor ， ty) 


x I 


定 ■ Mi ) =/ ( i ， i )， 


则 


dy 


y 




.X 


例 9 求下列齐次方程的通解 


(1) | 2xsinh —+ 3.> ; cosh — dx —3:rcosh —d^ = 0 ； 

\ X X / X 

(2) x 2 3 / ; = 3(jr 2 +3； 2 )arctan 


x 


解 （1) 将方程变形为 


_ 2sinh (y/jr) + 3( ： y/.r)cosh(jy/x) 

dx 


3cosh(^/x) 


令“ = 得 


X 


d.r 


u~\rx 4^ = -^-tanhw + w ==> 

dx 3 


3 e"+e 
2 e" —e 


一 " 


du 




— « 


x 


两端积分，得 


lnC]X —ln(e H —e _It ) 3/2 => Cr 2 = (e” 一 e—") 




代回 “ = 得 


X 


y 


sinh 


Cx 




JC 


(2) 将方程变形为 


dy 


y . : v 


arctan — 






dx 


x 


JO 


y 


令以 = 二，得 


X 


du 


dx 


du 


— 3(l4"i^ 2 )arctan«H~w 3 


u 


x 




(1 +« 2 )arctan^ 


dx 


x 
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两端积分，得 


In 


= 3ln |C].r 


arctan ^ 


代回得 


x 




arctan — = Cx 3 或 y = xl^nCjo 


:r 


例 10 设有连接点 c )( o , o ) 与点」 （1，1) 的一段向上凸的曲线 
弧6^1，对于 ( Si 上任一点 P (.: r ， 3 0,曲线弧与直线段所围图 

形的面积为求曲线弧的方程. 


设04的方程为7 = /(1)，依题意有 




/^( x)dx — 


jrf (jt ) =jr 2 




0 


对方程两端求导，得 


dy_ y 


/(.r) — — [/ (.r) +.7'/ / (.r)] — 2*r 


-—— 4* 




cLr 


x 




令 


得 


u = — 


X 


du 


dx 


= — 4 ， 即 du = — 4 —^ 




djr 


X 


— 4.rlnx+Cx 


即得 


— 4ln.r H^C => 




3,= 


u 


由 3 ; I -/ = l = 1 得 1 ，故 CM 弧方程为 j = i(1 —4 ln : r ) 


第四节一阶线性方程 


主要内容 




= 户(工)) ; +<?(工）的方程称为一阶线性方程 


1. 形如 


X 
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dy 


= 称为一阶线性齐次方程 0 是其一个解.当3, 


d.r 


^ 0 时，分离变量后，两端积分，得通解 


= Ce \pM 


r ( C ^ O ). 


满足初始条件： yC %) = 3\> 的特解为 




2. gzfCrXy + gCr ) 称为一阶线性非齐次方程.用常数变易 
法，求得方程的通解为 


r 卜) 心心 +C 

的特解为 


= el^ Cr)d 


满足初始条件： K . r () ) 






) 0 + q{s)e i^ Q p(r)cW ds 


户 ⑺ fir 


3. 线性非齐次方程的通解等于它所对应的齐次方程的通解 
与非齐次方程的一个特解之和. 

4. 形如€ = />(^)3^ + 9 (了)乂（《式0，1)的方程，称为贝努利 

(Bernoulli) 方程 . 

将等式两端除以 y ， 再令 y 

dg 

(1 — n)p(.T)z-\- (1 — n}q(.x) 

即为线性方程.求解后，将 z 用^代回，即得原方程的解 


，得 


疑难解析 


1. 怎样理解常数变易法思想？ 

答因为一阶线性齐次方程^ =户 003 ^的通解形式为 J 

C ( J MrU % 所以， 

想到它们的通解之间的联系*从形式上看，两个方程的区别仅在于 


对一阶线性非齐次方程^=/>&) 3 ，+7&),自然会 
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齐次方程中 ^ Cr ) = 0, 而非齐次方程中 gCr ) 关 0. 于是，将通解形式 

确为非齐 


C(x)el M " )f,7 


中常数 C 用函数 C ( x ) 替代 • 经代人验证 d 
次方程的解，且 C (. r ) 也易于 求得. . 

这种以未知函数 C ( x ) 代换常数 C 的方法，称为常数变易法 

在高阶线性方程和线性微分方程组中，这种方法同样 适用- 




dy 


2 . 还有什么方法可求解一阶线性非齐次方程 f = + 


q(x) ? 


答还可以用积分因子法 


cT 如 )d ■、得 

卜 *(: r)c - J 

(3^—=g(:r)e4 Mr) 心 • 


对非齐次方程两端乘以函数 




p{x)cLr 


— pCx ) ye ^ 


化为 


两端积分，整理即得通解 




) e ^ l />Cr)d ^djc + C 


: y=e 


得到的，通 


由于是通过对方程两端同乘以函数 = 

常称函数为积分因子，所以这种方法称为积分因子法 


方法、技巧与典型例题分析 


一阶线性非齐次方程可以用常数变易法求解，也可以将其化 
为标准形后，直接套用公式解出.套用公式时，可直接代人公式，也 

K) 心和 jg( 




dx 后，再代人公式 


可分别计算 

例1解下列方程 


,r )e 


dy 


y=2(jc—2) 2 ; 


(2) y - 


( 1 ) j^-\~2xy^=Axi 


di 


( 4 ) xy f — 2y=2x A ； 

( 6 ) xy f -f (x-^l)y=3x 


(3) — 6 / = 10 sin 2/; 


d ， 


( 5 ) 3 /+ytarLx = secx; 
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(1) 将方程化为标准形 




— _ 2 .rjy + 4, r ， 


dx 


即 


p{x) = — 2x ^ q (x) = Ax , 


=e- J 2 — 4xel 2rdr d^ + C 

wJ v 


p 

_ 0 p(a m )d.t 

■■ u 




于是 


JT 


y 


ixe 1 dx-f-C 

(2) 将方程化为标准形 


2 d,r 2 +C = 2"hCe 


— 


a m 


-x 


=e 


=e 


dy 


= ^ F +2(r - 2 ) 2 , 


7 Cr) = 2(.r —2) 2 ’ 


dx 


于是 




2 ( 工一 2 ) 2 e 


r dx-\-C 


y = e 


x-2 


= ( 工一 2) 2( 工一 2) 


jo — 2 


= (x 一 2) (x 2 —4 jt+C). 


(3) 将方程化为标准形 


T7 = 6/ + 10sin2^ ? 




即 


pit ) — 6 ? q ( t ) = 10 sin 2 t 

>ck + C ^ 


i =el 6d; 


于是 


10sin2/e 一 


= e 6/ 1 Osin 2/e _ fi/ d^+C 


—(3sin2i+ cos2/) +Ce G/ 




(4) 将方程化为标准形 


dy 2 


jy + 2.r 3 ， 


djc 


JO 


p{x> = — ? a(x) = 2jc^ ， 

x 

2. ； r 3 c-J 吾心 clr + C 


2 


一 dj 


于是 


2 


2x 3 工 +C 

far 


^ = e 


=x 


x 


X 
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= .r"* +C.r 2 . 


(5) 将方程化为标准形 


dy 


十 sec‘r ， 


=— tanx 




gCr) = sec.r ， 


p(x) 


— taru ， 




I 


tan,nl. 


tan.rtl. 


r di 十 C 


于是 


r 


scc.re 


)=e 


dx+C = sinx H-Ccosx 


sccx 


= cosx 


cos JO 


(6) 将方程化为标准形 


dy _ l+x 


jy + 3jre—i ， 


dx 




1 +x 


即 


/ >(x) 


， qCx) = 3xe " x ， 






x 


.^ dx + c " 


J J 


于是 


3,re 二 




c 


y =e 


J ( jr 3 + C ), 


3 工 e— J (xe T )dx+C 


~ X 


= — e 


x 


X 


例 2 求下列方程满足初始条件的解 


<^y 


ny 


， jy ( l ) = 2 e ; 


( 1 ) 


一 = e V 


dx 


x 




(2) (1 + jt 2 )^H-2x3/=x 2 ^(1) = 2 - 




n 


(1) 将方程 化为# = + 所以 


.T 


l~ dr d,r + C —jo 

代人 〆 l ) = 2 e ， 解得 C = e ， 故所求特解为 

3； = f ( e J + e ). 


n 


二 dx 


e T dj ： H-C 


# (e r +C) 


n 


c T jc rm e 


n 






x 


y ~ e 


T 




2 工 


3； + x 2 , 所以 


(2) 将方程化为 & = 


1 +*T 


c 


Il77 dr dx+C 

代人 〆 1) = 2, 解得 C = 11/3,故所求特解为 


•r 




3(1+ 工 2 ) + 1+ 工 2 




■ _ 


y =e 
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(11+.X 3 ) 


3 ; = 


3(1+ P ) 

例 3 求一曲线，使其切线在纵轴上的截距等于切点的横坐 


标 


解设曲线方程为 : y = ： yCr ) ，过曲线上任 一 点的切线 


方程为 




y—y= 




dx 


则在 J 轴上截距为 J — .r 由题意得 


dy d V V 

V — X "1 ~ = x "1 - — — 

^ djr dx 


—1 


JT 


于是，所求通解为 


1 c _ 1~ <17 djr-j -C =Cx — 工 In |x | 


-dr 


3 ； = e 


X 




例 4 求下列微分方程的通解 


dy 


( 1 ) ylnydj：^ (x — lnjOdy = 0; 


(2) Cy 2 — 6x) + 2y — 0 ； 


3 ; 


(3) y = 


2yhxy-\-y — 

当直接求解遇到困难时，可考虑改变 i 与 j 的地位，可能 


x 




易于解出 


(1) 将方程化为 


dx 


<^y y\ny X ^ 


y 


于是，通解为 


「 —el^fc^d^+Cj =p ^- 丄 ln)/dj/ + Ci 

( i ln2 ^ +Ci ) 




x =e 


In) 


或 


2x\ny — \n 2 y-\~C 

djr 3 




(2) 将方程化为 


于是，通解为 


dy 


畢 
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g 爲 +c ] =y [-f 


3 






3 


3 ; 


y+Cy 


3 


dx 


十 (崎) .于是，通解为 

3 dY |(l + 2ln^)e/i tb djy；+cJ 


(3) 将方程化为 


<^y 


[ yin ) + C ] 


x =e 


3 ; 


C 


ylny H • 

y 

例 S 设函数/ >( X )，/ Cr ) 在 [0,+ oo ) 上连续，且 lim p(x) = 




a 


>0, |/(x)|<6 ia，b 为常数）.求证 ：方程 户 U) 3 ； = /Cr) 的一 

切解在 [0，+ c «) 上 有界. 




证 因为#=_/ >( ^八+/(了），所以方程通解为 

r|V(OeI^ 0),,, d£+cl. 

i * 

. 户 ⑴心 I < AT. 


J 户 (j)cU 


y ：= C 


由于 Urn 户(: r )= a >0, 所以 k 

I 

若取 C 为任意常数，则由于 xe [0，+ oo )， 而 |/(.； r )|<6, 故 

\ X fCOeh^dt <,\bN\ 

也有界.从而，方程的一切解在 [0，+ oo ) 上有界. 

例 6设 /(x) 在 [0 ， +oo) 上连续，且1^/(工）=6，又《>0.求 






1：V ( 工） 




e 




+ CO 




h 


证：方程 #+^ 0 ，= /(* r ) 的一切解 yO ) ，均有 lim : y ( x ) 

证因为方程的通解为 






a 


*r 


f ( Z ) e"’d 广+(7 ， 


一 dx 


y — e^ 


0 


利用洛必达 a ’ Hospital ) 法则，可得 

/(Oe^di+C 




/Cr)e 


L 1 


aj ： 


0 


lim 3/( x ) = lim 


lim 




ux 


a.r 


e 


ae 
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/O) h 


a 


a 


例 7 设 yCr ) 在 [ 0 ，+ oo ) 上连续可微，且有 

lim [ 3 /( 工） + jy ( x )] = 0 ， 


试证 ： lim y ( x ) = 0 . 


证令 y (. r )+： yCr )=/( x )， 则由题意知， / U ) 在 [ 0 ，+ oo ) 

上连续，且 lim / Cr ) = 0 , 令 


1 ，则由例 6 结果知 




a 


b 


lim y ( jo ) = 


b = 0 




例 8 设曲线积分 y / UMx + Dx / Cr )— ?]办在右半平面 

J L 

Or > 0 ) 内与路径无关，其中/(工）可导，且/( 1 ) = 1 ，求 / Cr ) 

解 由曲线积分与路径无关条件，得 

Lyf (x)] = ~[2^/ (x)— 工 2 ]， 


9 


3 y 


f ( j :) = — 75 —/(. r ) + l , 

Lx 


(* f * 

eiTr da： dj：-\-C 

^ — 




- 1/2 


通解为 / Cr ) = e 

代入 /( 1 ) = 1 ，解得 C = l / 3 , 故 


+ Cr 






™ 1/2 


/(x) = —X + —X 


例 9 求下列贝努利方程的通解 


dy 


(1) 石 +3^ = ) 2 ( 。 05 工 一 sinx) ; 


(2) xdy^ [jy + xy 3 (l + lnx)3dx —0* 

由具体方程确定代换^化为一阶线性方程后求解 

= 1 /： V ， 化方程为 


(1 ) 令 


1-2 


z = y 




— 2 + ( sinx — cosx ) ， 


djr 


i cb dx + C 


则 


(sinjr — cosjr)e — 


z =e 
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[—sinxe _ ' r +C3 —Ce 


1 


: r 


— sinx , 


=e 


l/y — Ce 


即通解为 


— smjr 


= o 也是原方程的解 
(2) 将方程改写为 


:V 




= — + ( 1 + lnx ) > y 3 ， 


dx 


x 


，化方程为 


— 2 


令 c = 




dz 


— 2(1 H-lnx ) ， 

+ 

[―!2(1 + lnx)eJ'* d M ： r+C 


- Z 


dx 


x 




dx 


则 




之 ==e 


Him — 


了工， 


x 


2 


J ： 


=C - r ^ 3 - r-jc 3 lnx 


即通解 


:V 


也是原方程的解. 

例 10 设对于半空间 X >0 内的任意光滑有向封闭曲面 s ，都 


有 


xf (x)dydz — joyf (x)dzdx 一 e 2 r 2 ： dxd3 ； = 0 , 

其中/(^)在（0, + co ) 内有连续的一阶导数，且 lim / U ) = l ， 求 


5 




/( 工) 


解由高斯 ( Gauss ) 公式，得 

xf (jo^dydz — joyf (.x^dzdx — e 2r zdxdy 


0 = 


s 


Cr/’ (: r)+/ ( 工 )— 工 /( 工） 

v 

其中 F 是 S 所围成的有界闭区域 • 从而，由5的任意性知 

xf (,r) + (1 —*r)/(x) — e 2r = 0? : r>0 ， 


— ， 


士 




即得微分方程 
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f (x) = ( 1 -- /(x) + ~ 

JC / JC 

丄 e 2 l e - J ( 1_ x ) f,r d 


2t 


( 工〉 0) 


e 


通解为 /( jr ) = eJ ( 卜 + ) 


fix 


十 C 


.r 


x 


e "( e "+ C ) 




x 


2^r 




■T 


e 


由于 


lim fix ) — lim 


x 


0 






故 


lim Ce 2j + Ce ") = 0 C = — 1， 


JT—0 


从而 


f ( jo ) = 

■ J 11 设有微分方程 y — 2 j /=95( x ) ，其中 

2 ， x<il , 

0 ， 1 _ 

试求在 （一° o , +00)上的连续函数 1 >，= 3，(1)，使之在（一 
( l ，+ oo ) 内部满足所给方程，且 满足 〆 0 ) = 0. 

当 X <1 时，方程化为 y — 2^ = 2,通解为 

2e~I 2cb d.z+C' 1 
■ 一 

代人 〆 0) = 0,解得 C \ = l ， 故特解为 3； = W —1. 

当 乂>1 时，方程化为 y — 2^=0,通解为 


( e "- l ) 


jr 


一 e 


x 


<p(x) = 


，1)和 


oo 


2cl^ 


=<^〆 7 — 1 ， 了 〈1 


j = e 


C 2 el 


2djr 


= C 2 e 2 % x>l. 

由 Y \ mC z e 2jr ^= lim ( e 2 x —1) ，得 C 2 = 1 — e - 2 ，故解为 




y 


=(1—e — 2 )e 2j ， x>l 




若补充定义 〆 l )= e 2 — 1，则满足条件的函数 

X <1 ， 


2-r 


—1， 


e 


y (^ c ) e 2 — 1 ， 


x=l 


(1 —e — 2 ) e 2r ， 


形如 g = M ： r ) y + g ( T ) J + / (了）的方程，称为黎卡提 
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(Riccati) 方程.在已知黎卡提方程一个解的情形，经过适当地变换 
^ = J 一％ (x) (% U) 是方程的一个已知解），可以化为贝努利方程 


求解 


例 U 已知黎卡提方程^ = /一会的一个解为力 = 求 
方程的通解* 


=，一 士或尸2 +士，则_ = _ -去，代人原方 


作代换 


程，得 


dz 2 


ds ： 1 


^ + ― 




dx 


dx 


C 


通解为 


C 


即 




3 


f Cr ) 


g r (x) 
/(x) 


例 i3 求解 y= 


硕厂 


求解方程是黎卡提方程，可以观察出％ = 是方程 


的一个解* 


作变换 J = Z — ^，代入原方程，得 


dz __f f (^) 
^^**#^^* ■ ■■ ■ ■ 

dx g{jo) 


f (. r ) 


fM 


化为贝努利方程，再作变换 


S 代人方程得 


du _ ? f (x) f {x) 

dx /O) 


gM 


解此一阶线性方程，得通解为 


r o ) 參 1 

gCr } [/(.r)] 

r u > 

g{x)pix) 




djc ， 


C — 


[/Or)] 2 [C-J 

代回原变量，得原方程解为 


dx 
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/(X) ’ 


/ ； (x) 

g(x)f 2 (x) 

由例12与例13可以看出，黎卡提方程的求解必须按前述过程 

进行. 关键是观察出一个解_ 




1 


d^c 


-I -±— C — 

/(x) f 2 (x) 


■ 


第五节全微分方程及积分因子 


主要内容 


1，若微分方程 MOodcLr + iVOoWysO 的左端恰为某二 
元函数 " Cr，^) 的全微分，则称方程为全微分方程或恰当方程. 
f/U, 30称为方程的原函数. 

定理 1.1 假如 f /( x ， jyO 是 

d?7 (x ， jy) = Af (jc ， jy)d:r + 7V(:r ，》 


的一个原函数，则全微分方程 


M(x ^y)dx~\~N(x ^y}dy=0 


的通积分为 


U ( x , y)=C (C 为任意常数) - 
2. 假如 MCr，3；) 与 iVCr，3；) 在矩形域 

R ： \x—j ： 0 \y—yo\^：b 

上连续可微，则在 i? 上是全微分的充分必 
要条件 是：在 R 上有 


3M_dN 

dy dx 


aM =^， 则全微分方程 MCra)dLr + AT( xo ，)d3/ = 0 的 


3 - 若 


3y 


通积分为 
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M(xo ; o)d.x+ N(x,y)dy^C 


T 


y 


X 


0 


v 


.r 


M(x ， 30 dx 十 N (jT 0 ^y)dy — C 


或 


)，0 


jr 


0 


的特解为 


满足初始条件 3 Kx 。) 




Jo 


,r 


M(x jy 0 )d:z：-\- N(x jy)dy = 0 


: V 


•r 


0 


0 


M(jc ， j ，） cljr+ N(x O yy)dy=0^ 


或 


^0 


^0 


4 •当 M (. j : fy ~) dx -\- N(ix ty ' ydy ^ O 不是全微分方程时，在一■定 
条件下，可以化为全微分方程. 

若存在连续可微函数〆•^，3 / )尹 0 ，使方程 . 

；u ( jt ， y ) M ( ， jy ) d .z + 户 (‘r ， ) iV ( jt ， 3» ) d y = 0 

成为全微分方程，称为方程的一个积分因子. 

5•当 （ 

\ 


dM 3N 


A ^ zfCr ) (即与 jy 无关）时 ，则 




dx 






e 




是方程的一个积分因子 

dN 3M 


当( 


M=/(y )( 即与 r 无关）时，则 

■ 

= J^(y) —e\ Jiy)dy 








dx 9y 


是方程的一个积分因子_ 

积分因子还可以根据具体方程，利用数学分析中的全微分公 


式凑出 


疑难解析 


h 求解全微分方程常用哪些方法？要注意哪些问题 

答常用曲线积分法、偏积分法与凑微分法.设 M(.r，30dr + 
(1) 曲线积分法 • 利用公式 


? 
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Jt m 


U (jc — M(x f+ y)dx+ N (x 0f y)dy ^ 


.r 


3 


0 


0 


jr 


y 


U (.r ， 3；)= M(D 0 )cLr+ JV(jr ， jy)d：y 


).0 


0 


求出. Cr 。，％) —般可取（0,0)，当 （0,0) 不在 7? 内时可另外适当选 


取 


dll 


dU 


Wx ，））， 故 


(2) 偏积分法_因为 f = M ( x ，3/)， 






dy 


X 


U (x^y)= M(.t f y)dx-\-g(y) 


■r 


0 


x 


又由 


U y (jr ^y) = MCr 9 y)dx-^rg r iy) — N (x 9 y} 


T 


0 


可求得 〆 G )， 从而得出#00,代回即得 f/Cr j ), 

(3) 凑微分法.先将方程中已构成全微分的项分离出来，再将 
余下的项凑成全微分•如 


(^' 4 e' r — 2?nxy 2 )dx + 2mx 2 ydy = 0 


是全微分方程，重组后得 


— 2 x/cLr + 


e J d:r +w 


= 0 , 


x 


2 


: y 


: y 


de J +wd ^ =0 ^ d e J +w 


= 0, 


x 


x 


y 


所以 


UCx f y) —e x -\rin — = C 

为此，需要熟记与运用一些全微分公式. 

2. 怎样求积分因子？ 




则积分因子为 = 


口 




r)rl.r 


C 


如对于微分方程 


(x 4 e r — 2xy z )cLr 十 2x z ydy = 0 ， 
u— el ¥?<x)(ir = e 一 


fir 




取 


=x 
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故得全微分方程 


23^ 


_ I dx~\-~^jdy — 0* 

x j JC 

U (.x f y) = e r y 2 /t 2 = C. 

% 

M =/( y )， 则积分因子为 〆 j )= 


,r 


e 


通解为 


3N dM 


f(y)dy 


(2 ) 若 


e 






Bx dy 

如对于微分方程 


(lny-\~2x — 1 )dy — 2ydx = 0 ， 

e }/ c ^ = e -| 


2 


心= 3；一 2 


取 


y 


则得全微分方程 


\ny , 2x 1 

7 - ^ 

2x J r\ny — Cy 

(3) 用全微分公式观察法_利用全微分公式 


dj ; — 0. 


— djc — 


2 


2 


3^ 


3 ; 


通解为 


d (uv) — udv-\-vdu ? diu^zv) —du^zdv ， 

vdu — udz) 


u 


， —d (w 2 + t/) = udu^vdv ， 


d 


v 


V 


vdu —— udv 


vdu — udv 


u 


u 


， d In-= 


d arctan — 


2 




v 


uv 


V 


ll 




， d(u v ) = vu v ^ 1 die H~dx ; ， 


« 争攀 


求出 p{x ， y\ 

例如微分方程 J 心一 .7X^ = 0, 可利用 d 


vdu — udv 


u 


式，取 


V 


V 


化方程为 df=o. 

又如微分方程工 y 


+ Vx 2 -\-y z ，可化为 xdy — ydr = 




3^ 


/ x 2 -jry 2 dx ，取"= ] ，得 


X 


X 


dx ， 


x 


x 
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\ 2 


dCj/x) 


da: 


y 


y 


即化为 d 


dx => 


1 + 




x 


X 


X 


X 


通解为 


=C 2 x 4 — 2Cjo 


j : 


y 


方法、技巧与典型例题分析 


求解全微分方程可采用疑难解析1中指出的任一种方法，通 
过多练习，就能找到最简捷的方法. 

例1解下列 方程： 

(1) 2xydx-\r (x 2 — y 2> )dy = 0 ； 

(2) e~ y djo — (2y^sce~ y ^dy = 0 ； 


(4) —dx~\~ (y 3 -j-\nx)dy = 0 m f 

3x 2 +3 ； 


2i 3 + 5：v 


(5) 


d.r —— 


dy = 0; 

(6) (l'i^y 2 s\n2x)dx — ycos2xdy = 0. 

解先验证所给方程是否是全微分方程，再选用适当方法求 


2 


3 






出通解 


3M 


dN 


(1) *^ = 2 jr = i ，方程是全微分方程，取( X 。，％)为（0,0)，用 
曲线积分求得 


.V 




OdjcH~ (jc 2 — y 2 )d^y 








o 


0 


3 ; 


故通解为 


2 


C 






dM 


dN 


，方程是全微分方程，取（: r 。， y 。） 为 


( 2 ) 7 


一 3 1 




— 6 


9 y 


dx 


( o , o )， 用曲线积分求得 


J： 


U (jt ， jy ) 二 djc+ — C2y~\^ J ： e~ y ^)dy= l j ： 一 y 2 -\~xe 


3 


— JT 


0 


0 
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故通解为 


C 


.re . — jy 




dM 


dN 


x 


，方程是全微分方程 • 用凑微分法 


(3) 


djc 


^y 


^ —y 


对方程重组，得 


- •■ •■. ■ i ■ ~_~ — " ■ — 

2xdiX^{2x V x 2 — ydjr— V ^c 2 — ydy) = 0 


3/2 


o dx 2 +d —(x 2 — 3 ^) 


0. 




3/2 


+ + Cr 2 —J) 


故通解为 


C 




X 


3M 1 BN 


，方程是全微分方程.用凑微分法对方程重 


(4) 




dx 


3 y 


X 


组，得 






dr + lrLrd^y +3^ 3 办 = 0 ’ d (^ lnx ) +d 十= 0 


4 


JT 


y 


故通解为 


^ylnxH — -r = (7 


4 


dM %X 2 dN 


，方程是全微分方程.用凑微分法对方程 


(5) 






dx 


3 y 


y 


重组，得 


3 


3^ 


x 


dj => djr + d — — d 


dx+ p^rdx-^ 


zr= Q 


2 










3^ 


jt 


I I j^y 

xn — o \ - = t〆 • 

y : y 


故通解为 


9 N 


dM 


，方程是全微分方程 • 用凑微分法重组， 


( 6 ) — = 2ys\nx = 


dx 


3 y 


得 




dx+(^ 2 sin 2 j：dx —^ycosZxdjO = 0 ==> cLr+d 


cos 2 -r — 0 




^-cos2x=C 


故通解为 


X — 


]2 确定 a 的值，使 


+ 1 ^ = 0 


1 


ax 


dx 


3 






X 
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为全微分方程，并求出通解. 

解将方程化为标准形 


ax-\~ 1 


dy = 0^ 


y 


由全微分方程的充要条件，得 


a 


o 

■- ^ 


a = 




y y 


用偏积分法，有 


X 


dx-{-g(y) = 


+ 4+^()) ’ 






.T 


y 


dlt 


2x 


1 — 2 x 


—苦 + 〆 （，）= 


又 




3 


3 y 


y 


y 


y 


故兒(：^) = —于是，方程通解为 




x 




c 




2 


2) 


x 


y 


例 3 求下列方程的积分因子和通解 

(1) 2xydx~\~ (y 2 一 3x 2 )d^ = 0 ； 

(2) ( 2xy A e y + 2xy z ~\~y) d j: + Cz 2 y 

(3) (lny-\~2x — 1)裝= 2)'. 

f =2 x ， 竺一 6 x , 得 

I 

aN dM 


4 


3x)dy — 0; 


e 


y — 


解 （1) 




dx 


—— Qjc — 2x 


M = 


rb ： 


3 y 


2 工 : v 


3 ; 


— 4 jv_ 丄 

J y 一 — 


故有 


"(3；) 


e 




4 




用 MW 乘原方程两端，得全微分方程 


2工 


1 3 x 

7~ y 


I k 

—dx-\- 


d )，= 0 


: y 


jr 


用凑微分法，得 


d — d — = 0, 

i ■ V 蠡 4 




3 ; 
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y=cy. 

Sxy 3 e y + 2xy A e y + 6x_y 2 + 1 ， 


故通解为 


x 




dN 


dM 


= 2 joy A e y — 2 xy 1 — 3 ， 


( 2 ) — 




dx 




得 


dN dM 

dx dy 


M= - 




4 :d， —— 


故有 


ju{y) = e 

用 / Ky ) 乘原方程两端，得全微分方程 

2 狀， + — + ^ dx + 丨 x 2 e y 一 ^ — d)' = 0 

3^ y I \ y y / 




y 


y 


2 


3 工 


x 


用凑微分法重组，得 


3工 


1 

d^ =0 ， 

/ 


2工 


x 


丄 1 

^：ax - r 


(2xe y d:c + a: 2 e 3P d3 ; ) + —— dx -^ 








3^ 


x 


X 


d[ x 2 e y -\ - h 

x^ X 

B y H -1— o — c 

y y 


= o, 


即 


2 


故通解为 


X 


= 0也是原方程的解 


3 ; 


(3) 方程化为 2 ydj ：— ( lny - h 2 x — l ) dy = 0 ,-^— = 2 ^-^— — — 2， 


Rx 


得 


3 N dAI 

dx dy 


M=—— 


23^ 




J 


-+ 如一土 


//(3；)=e 


故有 


y 


y 


用 〆30 =忐乘方程两端，得全微分方程 




lny t 2 x _1 

y ^ 


jdjy = 0 


—— dx — 


3^ 




用凑微分法重组，得 


1 ln^ 


2 x 


djy= 0 ， 


I u 

ajo - t 
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d 赵 +d — 


即 


= 0 






故通解为 


2x J r\ny = Cy. 

例4求下列方程的积分因子与通解 

( 1 ) (sc 2 ~\~y 2 -\-a:)dsc-\-Jcydy= 0 ； 

(2) -\~y A )dx — ^y 3 d 3 ； = 0 ； 


(3) ( 2x 3 y 2 + 4x 2 ^ + 2xy 2 +xy 4 + 2y^)dx + 2 (^ 3 十 x 2 } +:r)d 3 ； = 


0 


dM 


dN 


2 ^=力得 


( 1 ) 






3y 


dM dN 


2y—y_ 1 


N= 






3y 


dx 




X 


— dx ^ 

戈 — JT 


故有 


"( x ) 


e 




用 M ( x )= x 乘原方程两端，得全微分方程 

(a: 3 ^rxy 2 +x 2 )djr - \~x 2 ydy — 0 


用凑微分法重组，得 


Cxy 2 dx~\-Jo z ydy) + (x 3 ~\~x 2 )dx= z 0 ^ 


4 


x 


X 


d 


y 


6x 2 y 2 + 3x 4 + 4a: 3 = C 


故通解为 


dM 


3N 


o 3 ，f 父，得 

dM dN 


( 2 ) 7 




3y 


N = 


3y 


dx 


X 


— ^ry 


\ 


— dr 


故有 


//(x) = e 

用 ;《0) = 1/ V 乘原方程两端，得全微分方程 

d 工 v 3 

- 1 — cdj ： - jdjy = 0 ? 






X 




X 




d(ln [x I ) —d 


= 0, 


4 


4 工 
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4 




故通解为 


In I x — 


C 




4 x 


3M 


— 4x 3 y + 4: 2 + 4^3 ； + 4:ry 3 + 2 ，尝 = 4^ + 2 

4x 3 ^y + 4x 2 + 4^ry 

2 iy 3 -{-^ y -^ x ) 

\ 2 ^ = e 

用 M：r)=y 2 乘原方程两端，得全微分方程 

( 2x 3 y 2 + 4j： 2 y + 2xy 2 + xy^ -\- 2 y)dx ~\~ 2^ 2 (y 3 -\-x 2 y-\-x)dy — 0 ^ 

2 y 2 -\-2xy-\-\y A \e xZ = 0. 


(3) 




3M dN 

dy dx 


得 


N = 


= 2 x ， 


故有 


"(: r ) 


x 


e 




j 


e 


d 


x 


故通解为 


y 2 + 2xy^r—y 

例 s 求下列方程的积分 因子： 

(1) 变量可分离方程 M(:r)7VX^y)cLr + 尸 (:c)Q(jy)d^y = 0; 

(2) 线性方程 办= [/ >(:c)：y+/(:r)]d 

(3) 贝努利方程 d：y = [Mx))，+g(j：)3/」cLr (n=^0，l). 


C 


X 


e 




JC ； 


(1) 方程左端乘 


后移项，化为 

Q ( y ) 

my> 

Q ( y ) 

NXyj 

为变量可分离方程的积分因子， 


N(y)P(x) 


Mix ') 

P( jt ) 

M(x) 

P ( t ) 


dx = —— 


dy ， 




得通积分 


dx 


dy+C 






故 


N(y)P{x) 

(2) 将方程化为[/ >(.r)3；+/(*r)]<lr —dj / = 0,由 


3M dN 

3y Sx 

故〆 .z)= e 4 ( _ 为线性方程的积分因子. 

(3) 方程化为 


J/t(x)dx 


N— — p(x) 


dy — p(x)ydjr — q{x) y n dx— 0 


两端乘以 yi, 化为 
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d^y — p(x)y l ~ rl dx — g (x)dx = 0 ， 

d(y l ~~ n ) — (1 —/i)/>(x)y —”dx— (1 — n)g(x)dx = 0; 

，即得 

]—df f(l—/2>^(.r)e 


—n 


y 


即 


两端再乘以 


— (1—«) 户 （ x)d^ 


e 


\ pMd， dx 


d[y 


— (1 一 /I) 户 （ jr)dj ： 


(1-Fl) 


= 0 


一 n 


e 


是全微分方程，故贝努利方程的积分因子是 


|^(.r)djr 


(1 —n) 


n 


e 




例 6 ， / 2 ( 之）连续可微，？ < 尤 ，30 = [/1 ixy) — f 2 {xy)^\xy 


#0,求证 


是方程 


沪 （ u ) 


f\ (xy)ydjcf z (xy)xdy= 0 


的一个积分因子. 


乘原方程两端，得 


证以 


沪(工，: V ) 

/ iO )) _ 

[/](^ y )—/ a ( 工 30] 


/ 2 (^) 

| ■ — - - • 

: V [/ i ( ❽）一 / 2 ( x _ y )] 


djrH - 


dy—0, 


x 


则 


1 f[ (x ： y) 工 [/ 】 (x>)—/^(xj;)] —^ (^)x[/{ 、 xy 、一 j\ (x^)] 

[/】 (工: y )—/ 2O3O ] 

— f [ ( 工 3^)/2 (a) +/i (^)/2 ( 巧 ）抓 

\if l ixy^ — f 2 {xy^>'] 

是方程的一个积分因子. 


2 




X 


2 


dx 


所以 


< p ( 工， y 、 

例7设 /Or, /及 f 连续，试证方程 

d y 

djy — f (*r ， jy)djr = 0 

为线性方程的充要条件是它仅有依赖于 i 的积分因子 

证若方程为线性方程，则方程为 


df 


dy 


dy — p(x)ydx=0 


户（工 ）: y 




dx 


J/^(*r)dx 


由例 5(2) 知，积分因子为 〆 * r )= 


仅依赖于 


e 


x 
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反之，若积分因子为 " Cx ), 仅依赖于 X ， 则方程两端乘以 " Or )， 


得 


— /^(x) f Cx ^ y)dx = Q 

dM —dN 

dy dx 

知 ，/ Oo ，) 只含 y ，即 /Cr ，30 = />(^)3^，故方程为线性方程 


3/ 


由 


—户 Cr )^ = // Cx ) 






3y 


dy 


dy 一 p(x)ydx = 0 => = 


例 8 已知 /(0) = 1/2 ，试确定 /( x ) ，使得 

I 

Ce J +/ (x)n^djr+/(x)d^ = 0 


为全微分方程，并求其通解. 

^ 3M 3N ^ 

由石=石得 

/’ O) =/(x)+e r > f (x ) — f (x) 


x 




e ， 


/Cx) =eJ t,7 I 


tlr 


Or + O 


djr+C 


通解为 

代入/(0) = 1/2,解得 C = l /2, 即 /(^：) = e r U + l /2). 

于是，全微分方程为 

\^ e x ( x -\- l /2^ ydx ~ he x ( x ~\~ l /2) d ^ y = 0 

取 ( x 。，^) 为（0,0)，用曲线积分方法求得通解为 


；t 


JT 


e e 


=e 




U ( x , y )— Odx + G J '( jr + l / 2 ) d3 / = e J ( j ： + l /2)^ 


0 


0 


例 9 设方程财(工, 3 ；)€ 12 ：+#(： 1 ：， 30 (^= 0 ,证明 ： 它有形如;《= 
Pk ( x ， 30 ) 的积分因子的充要条件是 

dhd dbl 


N |^— A / =/(90( x ，3/)) ， 


dy 


dx 




并求出此积分因子. 

证方程有积分因子 p 的充要条件是 

dM 3N 


dju 


N 竽 一 M '+ = 




dx 




dy 


dx 
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若 /^^^(^(^，^^，则上式化为 

uCaXr v )) 

A^>dx d95^3 / I dy dx j ^ ^ ^ ， 

贝 y ；« 二 〆〆 u )) 满足微分方程 

i^=[ ( n 莩 —M ，— 1 

d<p Sy 


N 




l ^{( p { x ^ y )) 


dx 


dx 


d y 


从而知 4 = 为方程积分因子的充要条件是 

N ^- M ^ 


dhd dM 

dy dx 

由上面微分方程可解得 


= f (< pCTjy )) 


dx 


3 y 


p 

/(fCr 、 y))d 沪 

mi 


ju(<p(x $ y)) — e 


第六节线素场欧拉折线 


主要内容 


dy 


/(^，7)，/(^，30在区域6内有定义.以点 （ 

_ V ) 为中点，作一单位线段，使其斜率恰为々=/(^，3；)，称为在点 Cr ， 

_ y ) 的线素，则在 G 内每一点都有一个线素.于是，方程 
>0在区域 G 上确定了一个线素场（向量场） • 


1. 设方程 




X ， 


dx 


dy 


/( 




x ， 


dx 




/ Cr ，3；) 的积分曲线的充要 

条件 是:在 l 上任一点， l 的切线与方程所确定的线素场在该点的 
线素相重合.1在每点均与线素场的线素相切- 


2. 定理 1.2 曲线 L 为方程 




do : 




~f ( x ，： y ) 的积分曲线在其上的每一 
点都与线素场的线素 相切. 因而，当方程不可求积时，可以根据线 


定理 1.2 表明，方程 


dx 
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素场的走向来求近似的积分曲线. 

3. 定理1_3(皮亚诺 (Peano) 定理）假如 /Cr j) 在区域 G 上 

连续， 则在〜 的某邻域上存在初值问题 


dy 






djr 


① 


^(^ o )=^0 


的解 


定理 1.4( 存在与唯一性定理）假如函数 / Cr ，30 在区域 G 上 
连续，偏导数7].(1，3；)在0上有界（或连续），则对任意(.；^， 3 ， () ）60, 
在 A 的某邻域上，初值问题①的解存在且唯一 * 


疑难解析 


1. 如何理解线素场表达微分方程的几何意义？ 

答微分方程 g = /( x ， 30 的解 _ y = fCr ) 的图像称为方程的 
积分曲线，而积分曲线在其上每一点都与线素场的线素相切，即可 

以认为积分曲线是处处“顺着”线素场的线素行进的 曲线. 即方程 
的积分曲线上每一点 Cr ，3；) 的切线斜率 g 正好等于/0，_>0在这 

点的值 • 反之，如果一条曲线上每一点的切线斜率等于 /( xd ) 在 
这点的值，则这条曲线就是方程^=/&， 30 的积分曲线. 


当方程 g = /( x ，_ y ) 不可求积时，可以根据线素场的走向来近 

似表示积分曲线.还可以根据线素场本身的性质来研究解的性质， 
而不必先求出方程的解. 

由线素场出发近似画出方程的积分曲线，从几何的角度看，变 
量 * r 和: y 是完全平等的.但是，也存在不够自然的情形，即：（1)方 
程确定的线素场排除了点 O A ) 的斜率不存在的情况； （2) 只考虑 

了单值函数的图像. 
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2 _ 欧拉 （ Eukr) 折线的基本思想是什么 ? 


dy 


答欧拉折线的基本思想是利用微分中值 y ( o 对 

jy ) 的解 : V = 3 ; ( I ) 进行 近似. 

将: T 的区间等分，分点& =〜+々/1，々=0，1， 

I 

(b 一 a )/ n . 利用 


/( I ， 




d:r 


， n ， h = 


y(x 0 ^h) — y(x Q ) = y f ($)" ，了。 <^< 1 0 + 众 

用代替 f 得出 : yOo + A ) 的近似值 

■ 

yi = yo~\~ f (.^o ^ yo) h. 

继续下去，可以求得: y ( x ) 在点心 的近似值 

从而得到方程的解在点 
折线法就是在局部范围内用切线上的值去代替曲线上的值，得出 

一 系列离散点上解的近似值.当曲线 / Cr , 光 滑时〜 的增大与 A 
的减小，可以使％与的误差变小. 

欧拉折线法的优点是计算量较小，而缺点是误差较大.当 

jCr ) 二阶可导时，可以利用泰勒 ( Taylor ) 公式将 3KA+/O 表示为 


1 )h ^ A = 1，2， 

的近似值.从几何上看，欧拉 


— 1 ， yk- 




， X 】， 


，工 7 J 


y ( x 0 -\^ h ) = y ( x 0 ) f ( jo 0 ) h -\-— y , f (^} h 2 , 了。<^ < Cz :。 十 /i 


2 


用 x 。 代替 f 可得 


( x ) =/: ( x ，： y ) +/二 （ x ，）)/( 1 ， jy ). 

可以得到改进的欧拉折线法计算公式 


〃 


:V 


h z 


y k + l — y k -\- hf ( j： k yy h )+- prLf ^( jo k , y k ) +/i ( A ， yk ) f ( r k ，: ^ )] 


是 = 0，1，2, 


— 1. 


方法、技巧与典型例题分析 


例1画出下列方程的线素场和过特定点的积分曲线 
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dy 


)，， 点 （0,0)，（0，1)，（0，一1); 


( 1 ) 


djr 


dy 


(2) 器=工，点 （0,0). 

解 （1) 由于不依赖于 * r ， 因而在直线 = A ( A 为 

常数）上，线素场的方向都相同（图 1. 5( a )). 过点（0,0)，（0，1)， 


dy 


(()，一 1) 的积分曲线分别为心， L 2 , L 3 . 由于 


= 3" 的通解为7 = 

Ce f ，所以， A 是方程过点 （0 ， 0) 的积分曲线 j = 0;人 2 和/> 3 是分别 
过点（0，1)与（0，一 1) 的积分曲线 • 


dx 


: y 


: y 


Li 


O 


o 


L 


( b ) 


(a) 


dy _ 


dy 


如果 


则由通解为 y = 可知，积分曲线与 f = 


— _J ， 


djo 


的积分曲线关于 y 轴对称. 

(2) 由于 /(. r ， jy ) =x 不依赖于 jy ， 因而在直线 

数）上，线素场的方向都相同（图 1.5( b )). 由于 # = 1 的通解 


k a 为常 


dy 


+ C 是线素场确定的拋物线族，过点（0,0)的积分曲线是抛物 


线尸 X 2 


<^y 


，则由通解为 — I + C 可知，其积分曲线与 


如果器 = 


dy 


的积分曲线关于 x 轴对称 
例 2 验证初值问题 


dx 
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dx 


(a<iO ) ， 


aj ： 




dt 


(t 0 )=.T 


JT 


存在唯一解 _ 


df 


因为 /( ， ”r) = 


均在 G ， x ) 的全平面上连续，则 


1 dx 


由存在与唯一性定理知，对 ( m ) 平面内任一点 （/ Q ， x ) 都有唯一的 

一条积分曲线通过，即所给初值问题存在唯一解_可以求得这个解 


为 jo(t) = x 0 e 




下面解释方程 y =/ Cz ，_ y ) 的几何意义.因为_表示积分曲线 

的斜率，所以在 /(. r ， 30 的定义域内，有由方程 y =/(. r ， 3 ；) 确定一 
个向量场（图 1. 6). 因此，方程的求解归结为求这样一条曲线，它在 
每一点处的切线方向与方程所确定的向量场的方向一致. 


yi 


巍 


图 1. 7 


例3讨论方程^ = 1的向量场与积分曲线 


dy 


容易看出，对任意常数 b 直线族 J = h 是方程 g = 4 的 


积分 曲线. 让3取值无穷，或者考察方程_ = 可知: y 轴也是积 




dx 


分曲线 • 由于方程 g = f 在原点 CI (0,0) 不能规定方向，所以它的 
积分曲线是不包括原点的直线族 J = 图 1. 7). 

例4作出方程 . rjy 的向量场- 
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一个解 




y— 3xe 




/ 


/另一解 

/ y=o 


1 . 8 


例 讨论方程^= vT =^ 的积分曲线的分布情形. 

解首先，可以确定 / U ，_ y )= 仅当 |_ y |< l 时有定义， 

只在 |^1 <1时有定义且连续.因而在直线 |：V I ^ 1 


rlf 


y 


而 t = 
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—1 


-2 


: V ’ = — )，则 


任意 


0 


任 




右 x=o 或 : y=o，y = o ， 

则沿着两条坐标轴的方向线都是水平的 


解 作下列简单计算，如表 1. 1所示. 

(1) 由于存在关于原点与坐标轴的对称性，故只需作出第一 


象限情形 


(2) 当 X 固定时，斜率随^增加而变大（图形变陡) 

(3) 当3/固定时，斜率随 _ r 增加而变大. 

向量场如图 1.8 所示. 


\\\\\ 


///// 

// 




上的各点处，存在与唯一性定理条件不满足，唯一性可能不成立. 

用积分法可求得原方程通解为 


arcsin3 ;= x + C 或 y — s\n{jo^C ) ， 


其中 C 是任意常数.当 C 固定时， T 的取值 区间为 
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丌 


了 一 士 一 C 


可以验证与} =— 1也是方 

程的解，但它们不包括在通解内（即 
不能通过 C 的取值得到）. 

: V = 1 与 y = ~ 1 称为方程的奇 




X 


O 


解 


— 1 


从图 1*9 可以看到，经过 _ y = l 和 mh9 

- i 上的每一点都有两条解曲线 . 

通过，即原方程满足条件 〆 ^)=1 与 〆 办）=一1的解有两个，从 
而初值问题的解不是唯一的.这就是因为不满足存在与唯一性定 

理条件的缘故. 

例6给出下列微分方程的图 示解： 


:V 




dy 2 dy 




:V 


⑵右 


⑴右= 


- - -- • 


dx 9 


x 


X 


(3) x~\^y —1 = — yy f . 

(1) 的解如图 1. 10( a ) 所示，在原点处不存在唯 一解; 
(2) 的解如图 1. 10( b ) 所示，在原点处不存在唯 一解； 


:V 


v 


: y 




中心在 

(1,-1) 


X 


X 


Oif t 


X 




(c) 


( b ) 


(a) 


图 1. 10 
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(3) 的解如图 1_ 10(c) 所示，在点（1，一1)处不存在唯一解 


第七节一阶隐式微分方程 


主要内容 


(1) 若由隐式微分方程可解出 : y = /(. r ， y )， 则引人参数户= 


y ，得 


fix ，/ 0， 








将 y = 对 X 求导，得 


dp 


户=/1 ( 工，户）+乃（工，户）石* 

若求得通解/ >= a ( x ， o ，则: v=/(x，y) 的通解为 

f (sr , p (jt ， C ) )， 

若求得通积分 G( jt ，/> ，C) = 0, 则由 

G(x ， 户 ，0 = 0 ， 

/( x ，/0 ， 

消去户 ，可得 *y=/Cr，y) 的通积分. 

(2 ) 形如 +# y) 的方程称为克莱洛 (Clairaut) 方程.令 

y = 户，化为 ：v= 工/ 

设 〆 />) 两次可微，且/(/0关 0. 将7 =却+ 〆 /))两端对: r 求导， 










得 


0 +，⑷德 

取 g = 0=»/> ==€■ ，得 jy =: r/> +〆/>)的通解为 

y ~ Cx -\-< p { C ). 

取1 +〆（户）= 0,则由此得特解为 


= 0 
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y = Cx-[-<p(C ), 

x^\-(p f (C) = 0. 

这个解也可写为 3 ^ = 砂 ( 工〉十 ^ 广 ^) ) (/ ^ 二 /^Cr) 是由 t + V (/ >) = 0 

确定的隐函数 ). 式①所确定的解是克莱洛方程的奇解 . 

( 3 ) 形如 FCr ， y)=0 的方程，若可表示为参数形式 

y =#(/) ， 

dx = x/ (t)dt dy = y f x dx = (p(t)<^ (t)dtj 


x-\r(p f (p) — Q 
y — xp-\-(p{p) 


① 


x — 


则由 


故通解为 


( OcU + C 1 ， 




即方程有参数形式的解 


X = (pit 、 ， 


(,) ck + C _ 




( 4 ) 形如 F(3 ；， y) = 0 的方程若可表示为参数形式 

y — <piO ? 

y =( p { t ). 




= i S ^ d?+c> 


则 


3 ； r P ⑴ 


即方程有参数形式的解 




y ~< p {0 


疑难解析 


1 . 一 阶隐式方程怎样求解？ 

答若能从隐式方程厂 (^ ， ^ ， / )=o 中直接解出 y ， 得到爪个 


形如 
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y —fk( r^y) ^ 々 = 1，2 ， 

的显式方程，则由积分法可解这些方程. 

对 y 无法解出的，可用引进参数的方法求解，分别为 

/(. r ， y ) 型.引人参数乂=/>，可求得通解为 

y~ fix ， /)(x ， C )) ， 


j 77 l 


» « ■ 


( 1 ) 






或参数形式通解 


GCjr.pyO — Oj 

y = f{x,p), 




其中户 Or ， ◦是 (1，/0+/;(了，/0芳的通解，(；(1，/>,0是其 
通积分. 


(2) 当 go ， y ， y ) =0能对 . r 解出时，如 x =/(： v ， y ) 型，引人 
参数/ ，可求得通解为 




或参数形式的通解 


= /()' ，户 ） ， 

{ H ( y , p , C ) = 0 ^ 


.r 


P y (.y •> p) ~\~fp (: y，/>)g 的通解 ，■^ (*y ， /> ， C ) 是其 


其中沪 () nO 是 
通积分. 






P 


(3) 厂(1，3^) = 0型.设 1 = 9 ^)，y =0(,) ，则通解为 

U<iO<fUt)dt+C. • 


y = 


隐式通解为 


1^(0^ ⑴ d ，+ c . 

(4) F ( y ， y )= o 型-设: v =?^)， y =4(广），则通解为 




錯針 c . 
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隐式通解为 


V ⑴ 


d/ -j-C ， 


x = 


0⑴ 


< p ( t ) 


y 




( 5 ) 克莱洛方程: y =. 3 ： y+^(y ). 令：/=户，通解为 

y = xC-\-(p{C^. 


对 . r + 〆 />) = ()， 有参数形式特解 


x~\~^ (/>) ~ 0 , 

y = :rp-\-(p{p^. 

2 . 什么是包络与奇解？怎样求包络与奇解？ 

答设 一 阶微分方程 FO ，_ y，y ) = 0 的通积分为① O ，_ y ， C ) 

0 ,它确定了一个单参数平面曲线族 ( C ). 如果存在一条曲线 L ， 在 /. 

上每一点 0 KC )，_ y ( C )) 均与单参数平面曲线族 ( C ) 中的不同曲线 

相切，则该曲线人称为单参数平面曲线族 ( C ) 的包络. 

微分方程/ ) = 0的通积分= 0的包络，称 

为该微分方程的奇解.奇解是微分方程的解，由于在包络^上的每 

一 点至少有两条积分曲线与线素场的同一线素相切，从而知奇解 

上每一点的解的唯一性定理不再成立，所以奇解不是通解中的解. 

曲线族中 (* r ，_ y ， C ) = 0 的包络方程式由方程组 

^(. r ,^, C ) = 0, 

^( x , j , C ) = 0 

给出.若解出 .r = : r ( C),_y = y ( C ) ，即得包络的参数 方程； 若消去 C ， 

即得包络的直角坐标方程，即奇解 ^ = 3 ^.1). 

方程 FCr ,_ y，y ) = 0 的奇解，除了用消去 C 的方法（称 C - 判别 

曲线法）得到外，还可用/>-判别曲线法求得. 

即，令 y = A 方程化为 FU ，)， ，户 ）=0. 奇解由方程组 

F { x y y y p ) = 0 <, 

F ； (.r ， 3S/ J ) = 0 一 
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给出.消去/>，得 t 判别曲线.但究竟哪一条是奇解还需实际验证. 


方法、技巧与典型例题分析 


在解一阶隐式方程时，首先要分清方程的类型，再选用适当的 


方法求解 


例1求解下列方程 

⑴ y 2 - y = o ； 

( 3 ) y ( y 2 + i)=i 

a ) 将方程改写为 y 2 == y ， 得微分方程 

y = 

I 


(2) 8 y f3 = 27 y 

(4) y r2 = iy 3 ( l — y ) 


* 

f 


_ 


其通解为 






(2) 将方程改写 sy =+^ y . 分离变量后两端积分，得 


1/3 dy=—dx ^=> 


2/3 — 


X + C ! (3^0) 








两端三次方，得通解 


(: r+C) 




3^ 


3^=0也是原方程的解 


(3) 令：/ = tan /， 则原方程化为 3 ，= 士 cos /. 又 

. d V ^sinck 

d 、 万 y~ " 

tan / 


Tcosfck ， 




y 


得 


x= Tsinf+C 


故方程有参数形式通解 


jt — 平 sinf+C ， 

^ Fcosf , 






消去参数 h 得通解 


(C — x } 2 -\- y 2 — 1 


7=士1也是原方程的解 
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(4) 将方程化为 y = ±2：y 2 


^ — 1，分离变量，得 


3 ; 


dy 


= ±djr (jy/0 ， l). 


两端积分，得 


—-l = =Fx+C ? 




即通解为 


尸 


l + (=Fx+C) 2# 


3^ = 0,3^=1也是原方程的解. 
例 2 求解下列 方程： 




(1) jt = y -]~ a\n 

(3) y f Cx — \ ny f ) = 1； 


(2) y — yy r 2 -\~ 2 yy ； 

(4) y — Cy f — 1 )e 

将方程改写为 x = jy + aln/>. 两端微分，得 


dx ’ 




dy 


(1) 设/ > = 


dx ’ 


adp 


d ) 


;= - 


户 一 1 


两端积分，得 


y = C — a \ n(p — 1 ) 


P 


于是 


x = C-\-aln -- 


p—l 


即有参数形式的通解 


P 


C+^ln 


x = 


户一 r 

C — a \ n { p — 1 ) 






<^y 


(2) 设/> =石，将方程改写为：^ = 沖 2 十2料，解得 


JT 


J ： 


+ 1 
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，则 岛=« + 


du 


y 


设 


代人上式，得 


.r 


dx 


, 

I 


x 


udu 


d.r 


V l~hu 2 一 (u 2 -\-\) 

，则得变量分离方程 


X 


设 1 + 


2 


t 


u 


d / 


djr 


t-1 


JT 


两端积分，得 


c 


jr 


代回 / 和〃，得原方程通解为 

_ 

2 + y = o + c ) 2 或 y =2 Cx + c " 
(3) 将方程化为 x = lnj / +4，设 j / =/，得 


x 


:V 


= In /> + — 


JC 


p 


两端对 J 求导，得 


d.r_ I dp 1 dp 

dy p / p 2 dy 


^—^dp = dy 




P 


两端积分，得 


p — ^\p\ =y+C 


即原方程有参数形式的通解 


In 户 - 1 - 

y~P —1 




P 


\p i —C. 

(4) 设父=/>，将方程化为 }=(/>—1) K 两端对: r 求导，得 


n 


dp 


dp 


dp 


产#饰— 1)c 户志 


p 


— 1=0 




P 


e 


dr 


d /) 


由 〆 df ~ 1 = 0 解得 m = t + c ， 得参数形式的通解 


* 


.r = e p — C 9 


y— (p—l)e p 
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由 p = 0 得原方程的一个特解 — 1 

例 3 求解下列 方程： 

(1) y =: ry y f ~ hy / 2 y 

(3) (a 

解 所给方程均可化为克莱洛方程后求解. 

(1) 方程是克莱洛方程，其通解由 3，= iC +^( C ) 得出.即 

尸 :rC+(C+C 2 ). 

由^/^二声+户 2 得/ (户）=1 + 2 j &， 故方程的奇解为 

^ (/>)== — (1 + 2/0 ， 

y— T p-\-(p{p) 

■ 

从上式消去/>，得特解 j (. r + l ) 2 

原方程化为 


(2) : v 2 iy — xy ) 

)y f 2 J r2xyy +jt 2 = 0 ; (4) Ae 2y (y f ) 2 + 2.zy f — 1 = 0 




30 7 


— jt 


x = — 


P 2 




(2) 设 


•r 


= u^y ， 


dv 


di ; 


v~u -i— 

an 


d « J ’ 


是以 r 为未知函数的克莱洛方程，其通解为 






v 


BP 原方程通解为 / = Cx 2 +C 

又由克莱洛方程特解 


— 2/>， 


11 = 


P 2 


V 




消去户 ，得 r = 〃 V 4, 代回即得原方程特解 y =— //4.但此式无意 
义，故原方程无特解， 

(3) 设 


2^，原方程化为 


2 


U^X 9 V 




du 


dw 


2 


+ “ 2 ， 


U = V d ^ 


du 


是克莱洛方程，其通解为 


= i ； C+C 2 +a 2 . 


u 


2p ， 


消去户 


v = — 


v 


—今 + a 2 


特解为 


4 




u 
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代回，得原方程通解为 


— 2yC +(7 2 +a 2 


x 


特解为 


^+y 


=a 


(4) 设 r = 方程化为 


dv 


dv 


2 


V = JT "j — 

dx 


dx ’ 


是克莱洛方程，通解为 


2 


z; = .rC+C 


x= ——2 户， 消去户 


.r 


特解为 


2 


—P 


V 




代回，得原方程通解为 




= xC + C 2 


e 


2 


X 


特解为 


❹一 — 


e 


4 


但上式无意义，故原方程无特解. 

克莱洛方程是拉格朗日 （ Lagrange ) 方程 jy =. r ( f<y ) 十 0 (y )) 

当 〆 y >= y 的特殊情形，其特点是永远有 奇解. 

例 4 求解拉格朗日方程 


2 x (y ) 2 +y. 

解 设 y =/>，原方程化为: v =2 j ：/) 2 +/) 

方程两端对: T 求导，得 






y =2户 2 +4砂裝+装 


dp 


两端除以 f ， 得 


dx 


djr 


— 4 


(/> — 2 /> 2 ) = 4/>x + 1 






dp 2 p _ 1 p — 2/> 2 ’ 


是一阶线性方程，通解为 


(In | p | 一 2/?+ C ) 


JC 


(2p-\y 
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dr 


-4 




联立，消去得原方程通解 


p~2p 2 

y=2xp 2j rp, 


(In j 户 j — 2/> + C). 


J 0 = 


2(p-l) 

由/ > —2/> 2 = 0 得/ > = 0，/ = j , 贝!] 


++ 也是原方 


y = 0 7 y ^ 


—.T 


程的解 


例 5 求下列曲线族的包络 

( 1 ) C 2 y-\rCx 2 —1 = 0; 

解 用 C - 判别曲线法. 


(2) (jt — C ) 2 +^ y 2 = 4 C 


^ = C 2 y-\~Cx 2 — 1 = 0, 


( 1 ) 


{^c = 2Cy-\~.x 2 — 0^ 


消去 C ， 解得 C - 判别曲线 


+ 4)， = 0 


x 


经检验 


巧 + 巧 = 4Clz 2 +CV0 ， 


故所求曲线族的包络为 


fl + 4 jy = 0. 

少= o — c) 2 +y —4 C = o , 


JO 


( 2 ) 


^c= — 2 (x — C ) — 4 = 0 ? 


消去 C ， 解得 C - 判别曲线 


4Cr + l) 


3 ; 




经检验 

故所求曲线族的包络为 


把+巧 = 4( x - O 2 + 4 y =16 C #0, 


y =4(^+1), 


例6求下列方程的奇解 


<^y 


dy 


2 


⑴尸 x d ^+ a ^/ ! + 


(2) xp 2 — 2yp-\~ax = 0 ； 


dx i ’ 




2 


[Or—3；) 2 — 1] —2 j^ + [(x — 3 ；) 2 —1] = 0 


( 3 ) 


dj ： 


( l ) 所给方程是克莱洛方程，通解为 
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C 2 (“ 2 — •: r 2 ) + 203 , + ^ — y = 0, 


化为 


则有等根的条件为 


)(a 2 — y 2 ) = 0 


4.r 2 v 2 — 4(^ 2 — 


■r 


2 + y = a 2 


即所求奇解为 




设 "=1 ，则 






(2) 方程化为/> = + + 


—^， 


,r 




x 


du 




dx 1 


dx 


du 


it 2 —a 


得 


x -r - — 
dx 


a 


ln(i/+ it 2 —a ) = \nCx 2 xu — Ct 2 -\~ 


解得 


c 


l:/ 


2y—C ： r 2j r 


代回，得通解 


c 


a 


<P(x^y ^C) — 2y~C:r z — ^ — 0 ^ 


a 


<PcCr^y,C) 


— x 




c 2 


解得 c = / Tr / x ， 代入通解，得所求奇解为 




广 =ax 


3 


(3) 用 />- 判别曲线法，设 g = />， 则由 

p 2 lCr — yy-ll-2p^llr-y) 2 -l^0 

2/>[(工一 y ) 2 — 1] — 2 = 0， 

[(x — ^) 2 — 1] = 1 


消去/>，得 

故 />- 判别曲线为 


士 v " T ， 


x — y 




尸 r ， 


=± / T 是奇解，而 j ，= o 不是 


经检验 


jc—y 


求一曲线，具有如下 性质： 曲线上任一点的切线，在 


x^y 


例 7 
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轴上截距之和为 1 . 、 

解设曲线方程为 = : y (^). 

如图 1 . 11 所示，曲线上任一点 
(■ r , 3 ；) 的切线方程为 Y - 

(X — r )， 则截距为 


„v 


Y 


y = 


(*r , v) 


3 f 




X = .t - y , ^ —y — ^y f 


y 


o 


x 


X 


依题意，得 


K 11 






7T+y—= 1 ◊ ^=.ry— 


x — 


l~y 


y 


是克莱洛方程，其参数形式的通解为 


c 


c 


CJx — ■:— = C.T -\~ 

1 一 c 






C-V 


" vw *"** 


(1-C)2 

例8在第一象限求一曲线，使其上每一点与两坐标轴所围成 

的三角形的面积均等于 2. 

设曲线方程为 J = 曲线上任一点（: T ， J ) 的切线方程 

为 y —( x — r )， 则截距为 




X = x — ^ 7 , Y = y—xy 


y 


y 


x — (jy — xy ! ) = 2 ^ ( 3 ^ — xy ) 2 = — iy f 


依题意，得 


: y 


解出&得克莱洛方程 


: v=，y 士 2 /— 7 (y<o ) ， 


通解为 

是直线族.还有参数形式的通解为 

y — Cr ± 2 \ /r —C ， 




-= 0， 

/^C 


消去 C ， 得所求曲线 X 3 ；=l 
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例 9 解微分方程 y 2 (\— ( y f )0 = 1. 

解此题可用多种方法求解. 


令 y — 1#0,则分离 


解法一由原方程解出 y = + 
变量后两端积分，得 


3 ; 




X 


y l = (.z — C) 2 +1. 

由 y — 1=0 知± 1也是原方程的解. 

解法二用参数法_令 y = cos (，代入原方程，得 )'= 贝 ! j 


原方程通解为 


dy 


由心=今 （）/ 关0)，得 




d,x= 干 ” • 

sin 兮 

jo = 士 cott+C 


两端积分，得 
故原方程参数形式通解为 


x = 士 coU + C ， 


JL ~ ： 






smt 


由 y =0知 ，：y = ± 1也是原方程通解. 

解法三用参数法_令 y =(，代人原方程，得：^ = 士 


，贝 ij 


1 — t 




由 dr = ^f ( y #0)， 得 




dt ， 


dx = 士 


— (1 —P) 3/ 


两端积分，得 
故原方程的参数形式的通解为 


+ C 


士 




X 


+C ， 


士 


JC = 


士 
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由 /= 0 知， 3 ^=± 1 也是原方程的解. 


解法四还用参数法.令 1 一 y 2 =^ ，代人原方程，得^ 


: V 


dy 


且 y = 士 /i—z 2 , 则由 dx 


r ()，’# 0 )，得 






dx— 


两端积分，得 
故原方程有参数形式的通解为 


+ 


+C, 


X 




+C ， 


工=士 


3^= — 


由 y=o 知，士 1 也是原方程的解 * 


解法五由方程解出 y =± 


令 y =户，则 


士 




3 ; 


两端对 x 求导，得 


dp 


d P 


lJ/> = 0 


p 




/ >= + 






d—p 2 y /2 d 


a-p 2 y /2 d 


x 


X 


dp 


由 + 


=1 => dx= 士 


d 户 




3/2 


(1 — / > 2 ) 3/2 do： 


(1-p 2 ) 


P 


两端积分，得 


± 


+C 


x 




故原方程有参数形式的通解为 


P 


+C， 


^yp _■ — m . 

X - _ 


y = 士 
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由/ > = 0 知，），=士 1也是原方程的解 • 

例 10 求能将平行光线聚焦于一点的反射镜 


先求有同样性质的平面曲 
线作图如图 1. 12所示， O 为 

焦点， QP 为人射光线，尸0为反射光 

线，则 ZQPM = 尸 #，且 IOAM 

\OP\ ， M 与 〆I )相切.则点 N 的横坐 


V 


M 


P 


Q 




N \0 


x 


标由 


y — y = y(X — r ) (切线方程）， 


图 1. 12 


Y = 0 




确定.解方程组，得点 W 的横坐标 X = T —- r 


3 ; 


= | OPt = v ^ T 7, 得曲线微分方程 


由 | OA r | 


X 一 


3 ; 


2y 


)， 




X -7 


3 ；= 


r,：r 


i-y 




是拉格朗日方程_令 y = A 得 


2P 


yf 




1_户 


两端对： r 求导，得 


dp 


2(l + ，） d/> 

( 1 — /> 2 ) 2 dx 

p 2 — 1 


2P 


p(p 2 — 1) = 2x 




=> 






dj ： 


分离变量后两端积分，得 x=C 

方程的参数形式的通解为 


p 


。 p l — 1 


X 


P 


消去户 


=> jy 2 = 4 C (. r + C ) 


2P 


y= 


-- 7,X 


此即所求拋物线.绕 x 轴旋转所得旋转拋物面即为所求镜面方程 
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第八节一阶微分方程的等角轨线与应用 


主要内容 


1. 若有曲线或曲线族 J = _ yOr )， 使得它与某已 知曲线 族的每 
一 条曲线都相交成给定的角度 a ， 则称曲线为已知曲线族 

的等角轨线. 


2. 当时，等角轨线称为正交轨线. 

3. 在动力学中，用微分方程解决动力学的基本关系式是牛顿 

第二定 律:尸 如果找出外力尸和位移及其对时间的导数—— 

速度的关系，就可以由 F = 列出微分 方程* 

4. 流体混合问题.设容器内装有含物质 A 的流体，在时刻£= 

% 

0时，流体体积为 V 。，物质 A 的质量为心(从而浓度可求 )• 现以速 

度^放出流体，又以速度％注人浓度为^的流体，要求出时刻〖时 

容器中物质 A 的质量及流体的浓度. 

用微元法列岀方程，得初值问题 


dx 


T^C l V l ， 


dt 




x(0) =.x 0 


疑难解析 


怎样求曲线族的等角轨线与正交轨线？ 
答设曲线族为中0,3；，0 = 0，则由 

少 O ，： y ， C ) = 0， 

(xo' ， C) = 0 


_ 


① 
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消去 C ， 得出: ^ 3 /(1)，/(、7:)所应满足的微分方程 

Fix ) = 0 . 

等角轨线 （ a 尹 tt /2) 的微分方程是 


—— k \ 


② 


F 


= 0 




正交轨线的微分方程是 


③ 


F(.r,^»-l/y> = 0. 

解方程②、方程③，得等角轨线与正交轨线 

2. 怎样建立应用问题的微分方程？ 

解有些问题可以直接利用几何、物理、化学和力学知识确定 
具体问题的自变量、未知函数和未知函数的导数，从而写出微分方 
程与初始条件. 

当存在正比例关系时，比例系数々>0.若未知函数与未知函数 

的导数同号(或同向）时4前取 正号； 否则取负号. 

有的方程不能直接建立，要用微元法对具体问题取其微元进 
行分析，找出自变量、未知函数与未知函数导数之间的关系，再建 
立微分方程并确定初始条件. 


方法、技巧与典型例题分析 


例1求抛物线族 : y = 的正交轨线. 

解方程两端对 T 求导，得 g = 2&; r . 因为 C = 故知曲线 


族 y = ax 2 在任 一 点 ( zd ) 处的切线斜率 g = ~ 


正交轨线族曲线与 > = 的曲线在点 Or ，_ y ) 正交，故满足 


2/ 


dx 


即可求得 ^ y == ar 2 的正交轨线族 


-^r2y 2 ~k 2 
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是一族椭圆 • 

例2求曲线族 P+y = 2 ax 的正交轨线 


解方程两端对 .： r 求导，得 2 x + 2^ ^ 2«，与原方程联立后 

消去参数心得 " 


V 


dy_y z — .x 2 
■ - ■ 1 

djr 2xy 


写出正交轨线的微分方程 


2 


— P 

2 xy 


dsc 




JT 


—y 


或 


dy 2xy ’ 


3 1 


dx 


x 


y 


JT 


化为宕、 2, 


可得 


々一 ~u ， 




2 udu 


dy 


z 


+ 1 


J 7 


u 


C 


两端积分，得 
代回，得正交轨线 


+ 1 =二 


U 


y 


^ y 2= Cy 


x 


例3求二次曲线族 


2 


X 


y 


=1 (^ 2 为参数) 


-1 


a 


a 


的微分方程，并从方程本身证明这曲线族是自正交轨线（即这曲线 

族中任何两条曲线若相交则一定正交)， 

解曲线族方程两端对 x 求导，得_ + ^4 = 0,与原方程联 

a a —1 

立后消去 a ，得 


y{x+yy f ) 


=1 (xy f — y) + yy f ) ^ y f , 


ix-\-yy ) — 


x 


y 


即曲线族满足的微分方程 


( jt 2 — y 2 — 1 )y f - \~^cyy f2 — xy = 0^ 

以一 i / y 代替方程中 y 所得方程与上述方程一致，故曲线族是自 
正交轨线族. 
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曲线上点尸 Cu) 处的法线与 .r 轴的交点为 Q， 且 PQ 

被^轴平分.求曲线满足的微分方程 • 

解设曲线方程为 jy = ：y，Cr)， 则 /\.;r，_y) 处法线斜率为 一1/y， 
Q 点坐标为（一 x，o) ，故有 

JV— 0 


例4 


_ 1 


x/ + 2,r = 0 ， 




故所求微分方程为30 7 ' +2^ = 0, 

小船从河边点 o 处出发驶向对岸.设船速为％，船行 
方向始终与河岸垂直(设两岸平行).设河宽为/?，河中任一点处的 
水流速度与该点到两岸距离的乘积成正比.求小船的航行路线. 

解取点 o 为坐标原点，X轴与河岸重合 ，_y 轴正向指向对 

ky{h — y) ^ 即得 


例5 


f 


dx 


岸.设时刻 i 船的坐标为 U，j0, 水速 






dx = ky(h — y)dt 


又 J = 从而得微分方程 


dx = kvjXh 一 vj)dt 


两端积分，得 


= —kv a ht z - Trkvlt 3j rC 


由初始条件 x(0) = 0, 得 C=0, 则小船航行路线的参数方程 


——— ^ 2 / 3 , 


/r = 




k I h 2 1 


其一般方程 

例 6 —个半球状的雪堆，其体积融化的速率与半球面面积 5 
成正比，比例常数々>0.设在融化过程中雪堆始终保持半球形状， 
已知半径为 r 。 的雪堆在开始融化的3 h 内，融化了其体积的7/8,则 

雪堆全部融化需要多少小时？ 


2 


设时刻，雪堆体积7=+町 3 ,侧面积 S = 2 7CA 由题意，得 


3 


74 


dV 


dr 


= 一 kS — 一 2^r 2 k ? 


2 


-r- = 27rr 


dt 


dt 


dr 


即有微分方程 
分离变量后两端积分，得 + C 


™~ k * 


d ， 


由 r \ t ^ Q =^ r 0 ,V 


得 


t 二二 0 ， 


8 


TC(r 0 — 3^) 3 —— X —TTrf,^ k = — r 0 => 


f'o - 7rr 0 t 


因而当 r = 0 时 f = 6 ，所以雪堆全部融化需 6 h . 

例 7 —曲线经过点（2,8)，曲线上任一点到两坐标轴的垂线 

与两坐标轴构成的矩形被该曲线分为两部分，其中一部分的面积 
恰好是另一部分面积的两倍，求该曲线的方程. 

如图 1.13 所示.设曲线方程 
为 3 ，= / Cr ) ，其上任一点尸 Cr ， j ) 分矩 
形面积为 Sa ， 乂两部分，则 

0'-/ ⑴ ) d ，， 5 r = [ fU)dt 

0 

(1) 若* Sa = 25 b ， 则 


.y 


P(Xfy) 


Sa 


JT 


5 


5 b 




A 


y=f(x) 


o 


O 


x 


(y — f — 2 f (t)dt 


图 h 13 


o 


0 


即 3 f (t)dt~xy = xf ( x ) 

Jo 

两端对 JT 求导，得微分方程 

3/Cr)=/(x) 十: r/'Cr) > / (x)/Cr) = 0. 


J ： 


Cel 


2 


fix) 


通解 


Cx 






.r 


由 /(2) = 8,解出 C = 2,故此时曲线方程为 


2x 




: y 


(2) 若 2 Sa 二 A ， 则 


,r 


.r 


2 — /( ，） d ，， 


0 


0 
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3 f iOdt = 2xy=2xf {x) 


即 


两端对 i 求导，得微分方程 

3/(.r) = 2/(.r)+2.rZ ， (.r) f (.r ) — ^ ； /(‘r) = 0 

fix ')— Cel^ dr = C y ~ x . 

由/(2)==8，解得亡==4\/~^ _ ，此时曲线方程为 

_ y =4 V ^ 或 

例 8 沉淀池内微粒在液体中下落时所受阻力与下落速度的 
二次方成正比.设微粒进人池内时的竖直速度为零，求 

(1) 在时间（内微粒下落多少距离？ 

(2) 若池长为人，液体的水平速度为 〜要求 所有的微粒#必须 

沉到池底，液体的最大允许深度为多少？ 

解 设微粒质量为， n , 阻力系数为为重力加 速度. 坐标竖 
直向上为正向. 

(1) 由牛顿第二定律，得微粒的运动方程 

k 2 v\~g iv x 为微粒下落速度）. 


通解 


y = 32 :r 


dv x 




^dt 


分离变量后两端积分，得 




- —-arctan 


A 


代人初始条件 


kv } 

arctan ― -= 


=—k t 9 


/7 




J — 

-或 dy = — 

两端积分，得通解 


tanikt^^ )ck 


得 


k 


— ^"ln j cos ( 々 / a/^ 7 ) I +C 2 . 




由 y ( o ) = j 7 。 ，解得 G = jW ，得 


76 


In \ cos(kt ) I 


y^—y^j2 


即为时间〖内微粒下落距离的表达式 _ 

(2) 最上层微粒下落距离为 A = _ y 。一^， 下落时间为流入池内 

液体在池内停留时间因此最大允许深度表达式为 


(kt /—— 

COS ——V S 


h = -rrln 


k 


例9 一 质量为 rn 的降落伞以初速度％开始降落，若空气的 

阻力与速度成正比，求降落伞下降速度与时间》的关系. 

解设空气阻力系数为降落伞在时刻〖的速度为 V ，则按牛 
顿第二定律，有 


dv 


dv . k 


rng — kv — 


_^ 

dt dt 










是一阶线性方程，通解 


ge\m dt dt-\-C 

» V ^ 


(k 


?n 


a ； 


片 + Ce —A 




k 


mg 


代人 p (0) = U 。， 得 C = T / 0 


于是降落伞下降速度与时间 / 的关 


* 


k 


系为 




jng 


- - 1 


m 


k 


k 


例 io 某种飞机在机场降落时，为了减少滑行距离，在触地的 

瞬时，飞机尾部张开减速伞，以增大阻力，使飞机迅速减速停下. 

现有质量为9000 kg 的飞机，着陆时水平速度为700 km / h . 经 

测试，减速伞打开后，飞机所受的总阻力与飞机的速度成正比（比 

例系数 々 = 6 X 10 6 ). 从着陆点算起，飞机滑行最长距离是多少？ 

解设飞机滑行距离为工0)，速度为^(/).依牛顿第二定律， 


得 




=— kv 


m 


df 
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dv — dvd : r 

d? d.r dt 


dr; 


m 


由 


n — => d:r— - ^-d 仏 


d.r 


k 


m 


两端积分，得 


xXt) — - 


k 


m 


故 


由 iv (0) = t ; o ”; t (0) = 0 ，得 （7 = 


~rVo 


k 


m 


x(/) = -r (iv'o — v(t)) 


k 


当 WO—0 时，得飞机最大滑行距离 

9000 X 700 
6 X 10 6 

容器内装有10 L 盐水，其中含盐1 kg . 现以 3 L/min 
的速度注人净水，同时以2 L/min 的速度抽出盐水，试求1 h 后容 
器内溶液的含盐量. 

解 设在时刻 i 时溶液的含盐量为 . r (0, 在时刻 （ + 的含盐 

量为 7(f) +△.：(%则由题设知 


mv 


0 


km = 1. 05 km 


k 


例 11 


2xAt 

10 十 （3 — 2 )/ 


IoTt f 


Asr — — 


dx 


Ax 


2 x 






At 


是一阶线性方程，通解 


C 


Ii 


At _ 


⑴ =Ce 


b 


J0 + / 


JT 


z 


( 10 +/) 


由 x (0) = l ， 得 C =100, 则知 1 h 后容器内含盐量 


100 


kg= 召 kg _ 

某湖泊的水量为 V ，每年排入湖泊内含污染物 A 的污 

水量为 V /6, 流人湖泊内不含 A 的水量为 V 76, 流出湖泊的水为 
V /3. 已知1995年年底湖中 A 的含量为 5 m 。， 超过国家规定的指标. 

为治理污染，从2006年初起，限定排人湖泊中含 A 污水的浓度不 
超过讲。/[问至多需经过多少年，湖泊中污染物 A 的含量降至 
以内（设湖水中 A 的浓度是均匀的）？ 


x (60) 




(10 十 60) 


w 0 
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答设2006年初 f = 0, 第/年湖泊中污染物 A 的总量为〃 7 ,浓 
度为 w / V . 则在时间间隔[>，/ + △/]内，排人湖泊中 A 的量为 

= 流出湖泊的水中含 A 的量 为 ;. jdt = jdt，m 

而在这一时间间隔内湖泊内污染物 A 的改变量为 


m 


0 


y 


m 


nt 


o 


dt 


dm = 


分离变量后两端积分，得 


Ce -的 


7n = 


故 


代人⑺ （0) = 5 m 。 ，得 C 


- — w 


o ? 


?n 


o 


(l + 9e —" 3 ) 


m = 


2 


，得 f = 6ln3, 即知至多经 6ln3 年，湖泊中污染物含量 


令 


■ I 


?n 


m 0 


可降至以内. 

例 13由经济学知，市场上的商品价格的变化率与商品的过 
剩需求量（即需求量与供给量之差）成正比.设某种商品的供给量 

Q 1 与需求量0 2 都是价格 P 的线性函数 

+6 P , Q 产 c — dP ， 

其中 a ，6， c ， d 都是正常数，求该商品价格随时间变化的规律. 

解 依题意建立微分方程 


Q , 




一 a 


dP 


kCQ 2 - Q l ')= kla + c -( d ^ b)Pl a 为比例系数）， 




d 亡 


dP 


—kUl+b 、 P+Ha+ch 


即 




dt 


J 叶 f 々 U+t，)e 似十 4 u df+C 

_J - 




通解 


P —e 


+c] 


r 


kUi+h、t 




b+d 


— e 


# 


知商品价格随时间变化的规律为 
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一 Hb 七 <i)t 


Pit) 


+Cc 




b d 


例 14 在某一人群中推广新技术是通过其中已掌握新技术的 
人进行的.设该人群的总人数为 7 V ， 在 f = 0 时刻已掌握新技术的人 
数为在任意时刻 f 已掌握新技术的人数为工 (0( 视作连续可微 
变量），其变化率与已掌握新技术人数和未掌握新技术人数之积成 
正比，比例常数々>0,求 . r (0. 

解 依题意有初值问题 


dx 


kx(_N — x ) ， 




dt 


分离变量后两端积分，得通解 


x = ATCe M V(l+Ce MV ) 
代人 ^(0) =.： r 。 ，得 — X 。），故 


kNi 


Nx 0 e 


xit) — 


kKt 


例 i5 按照牛顿冷却定律，温度为 t 的物体在温度为 7\ rr 。 
<了）的环境中冷却的速度与温差 了 一 t 。 成 正比. 试用该定律确定 
某人是否是下面案件的嫌疑人.某地公安局于晚7:30发现一具女 
尸，晚8:20法医测得尸体温度为 32. 6 C，1 h 后又测得尸体温度 
为 31.4 C ， 假定室温一直为 21.1 C . 由案情分析得知张某涉嫌犯 

罪，但张某矢口否认.有证人说 ：“张 某下午一直在办公室，下午 
5 :00打了一个电话后才离开办公室.”从办公室到凶杀现场步行需 

5 min . 问张某能否排除犯罪嫌疑？ 

解 若能推断凶杀案发生在5:05之前，则张某可以排除犯罪 

嫌疑.否则，不能排除嫌疑. 

设 7:30 为则由题设依牛顿冷却定律建立微分方程 

-k{T-2\. 1), 7X50) = 32. 6 ， 7X110) = 31. 4- 

分离变量后两端积分，得通解了 = ^ + 21. 1. 


dT 






dt 
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由 7 X 50) = 32. 6 和: T (110) = 31* 4,得 

k= h ln iM f c==iL5e " 


50 , 11 . 5 

■ TO ， 


50-J, 11.5 … 1 

h TO + 21. 1. 

设死者体温为 37 C ( 死者体温越低，在 5:05 后被杀的可能性 

越大），用上述方程求解 


故 


T= lh 5e 


60 


50-/, ll. 5 

"^(T ToTl 


+ 21 * 1 ， 


37=11. 5e 

(50—60X2, 94) min= — 126 - 4 min* 

故死者被杀时间为 5:24 左右，张某不能排除犯罪嫌疑. 

例 16 如图 1. 14 所示，一个 LH 的电感与一个 CF 的电容串 

联，若在/ = 0时 tQ — Qo ，/ = 0. 求在时的电量 Q 和电流 /♦ 

解 因为经过/>的电压降为 

，经过 C 的电压降为 


得 




L 


Q 


C ， 


d . 


ck 2 


则有 


C 


尝+香 = 0 


L 


1. 14 


又由，故上式化为 


dr 


LI ^^ + 鲁^^^或 + 參 dQ = 0 


分离变量后两端积分，得 


Q 1 


+ C , ( C , 为任意常数) 


~ LP =- 


2C 


Q 


由7(0>) = 0，得(^ = ¥，于是 


dQ 


+ 




dt 


/LC 


再分离变量后两端积分，得 


Q 


土 源仏 


arcsin q - 




0 
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由 0(0)=仏，得0 2 = 7^2, 故有 

arcsin 穿=■^士 / ■ — 或 Q — Q 

Qo 2 yzc 

所求的 Q 与 I 满足所给条件的表达式为 

T dQ Qo t 

t _ sin ― : - 

yxc /zc 


COS — : - - 

/Zc 


0 


cU 


第九节几种可降阶的高阶方程 


主要内容 


(务） 


即可化 


) = 0- 只要令: V 


O 0 




1,方程 FOo , 


- 之， 


，汐 




C，i — 丨） 


为 FCr 


)= 0 


，之 


， 


， c ^)， 则连续积分々次，即可求得> ’ 

( ，= 0,方程不显含自变量 . r ， 则可令 y 


若解得 

2. 方程八)，，/，… 

=户，使方程降低一阶. 

3. 方程 F ( x ，： v ， y ， 

)对1 的导数，即 


# ♦ « 


，:V 


)= 0 的左端恰为某一函数0(^0, 




O , 


參擊攀 


( « — 1 ) 


3^ 


^ ， 


d 


(«—]) 


)= 0 






， 


dx 


称为怡当导数方程 _ 可化为 


(a— \) 


)=C 


0(jr 




3^3 J ， 


来求解 


疑难解析 


哪些微分方程可用积分法求解- 

可用积分法求解的微分方程如下 




口 
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d 


/J 


(1) 形如 ¥ = 的微分方程，可用逐次积分法求解，其通 


解为 




2 


C } JT 


C 2 x 


ri 




^ ■■ 




沪 ( jc)djr + 


3 7 = 


■参# 


(ai 一 1) ! (n — 2) ! 


个 


n 


a 


n 


(2) 形如 /I g 


= 0 的微分方程 


， JT 


d 




若能解出 g ， 则可用逐次积分法求解. 


若只能解出 h 则将方程化为参数形式 

5^(,) ， 




d "叫 


==> d| 7 :? . =0 ⑴ 〆 (,)df 


d 






0 ⑴ 




d:r 


w 


cl "-i 


3^ 


[=#(，）〆 (^)d?+C 1 = ^i(/^Ci) 


则 


dx 


"一 


d 


rt~2 


y 


类似地 


<p2 (, ， C\ ， Cg ) ， 




?i —2 


， C )， 


y = ip ti (t ， C\，C 

即得微分方程的参数形式通解为 

沪⑴， 

y = ip u (f ， C' ， C* 2 , 


2 考 


X 




， C„). 


& 1 


2 


d 


d ” 一 V 

dx fi ， d:r” 一 1 


d 


n 


n 


d ,-5^ =0_齡抓 




3 ; 


= 0 和 / 


形如 / 

也可用积分求解，但讨论起来比较复杂，不予以介绍 • 

在可降阶的微分方程中，常常要消去户，此时要注意些什么 


2 


» 


问题？ 


答 消去/>时，特别要注意是否会丢失使/> = 0的解 • 例如 j，_y 
+ y 2 = o 是不显含 x 的微分方程 ，令 y =/> ，则 /=户 


V 


d/> 


方程化为 


心， 


d /) 


dp 


+ 户2 = 0 3 3^=—^ (户弇 0) 


yp 
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分离变量后两端积分，得 


dy 


py = C 0 ^> y ^- = C 0 => ydy = C Q j ： dj ： 


通解为 


2 


= C 0 P + C ] 




在消去 /> (/ 乒 o ) 时，丢失了 p = 0 的解，即 3 ，= 0与 3 ,等于常数 
的解，要予以补充_ 


方法、技巧与典型例题分析 


在求解微分方程的过程中，要熟悉各种微分公式与技巧，灵活 

地进行变形，善于区别各种不同类型的方程，恰当地运用方法，才 
能正确地求出解. 

例1求解下列 方程： 

(1) (1+x 2 )3/’+3^’ 2 + l = 0; (2) jcy f ^\~{x l — 1)()’ 一 1) = 0; 

(3> a 2 y ,2 =(i+y 2 ) 3 ; 

(1) 令3/ =2: ，将方程化为 

(1 H-.T' 2 + 1 — 0» 

ax 


⑷ 3^ y-y 


—*y y =o 


d 之 z 2 

dx 1 + 


dz 


dx 


1+z 2 l+.r 2 

arctanz+arctanx = Ci, 


x 


两端积分，得 


tanCj 
1+,7^11(^ 1 十 J：C 


C 2 —r 


— X 


1 — zx 


即 


=(7】=> 


arctan 


z = 


于是，通解 


i+q 


c 


— JC 


ln(l+C 2 ^)-^+C 


/>dx = 


dx = 


1 +jtC 


Cl 


C 2 


2 


-1 




X 


(2) 将方程化为 -7 


=0,令 y =之，得 


y —l 


X 


1 —— X 


X 


一 InO — l)] f = 


In (:— l) = ln \x I — 


x 




故 


y = c , 


十 i 


jre 
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两端再积分一次，即得原方程通解 

十 Cln | ^: | 十 

(3) 将方程化为町〃=[(1+3/ 2 )] 3/2 ，令_>/=/>，得 

—(1+ y ? 2 ) 


dp 1 

mfmMi — — 


3/2 


dx~ 


a 


ap 


两端积分，得 




x — 


由 dj = /? dx ， 得 


apdp 

d +户 2 ) 


Q \t ■■■■■ 


3 / 2 ， 


再两端积分，得 


<2 


+ C 2 


尸— 


/2 


(1+户 2 ) 1 


于是，得原方程参数形式通解 


ap 


+ C " 


x — 


/2 


(1 十户 


a 


+ C 2 


3；=— 


1/2 


(1+〆 ） 


消去参数/>，得原方程通解 


(x — C x ) 2 + (y — C 2 ) 2 = a 、 

(4) 方程是不显含 x 的二阶微分方程，化为 


^~ y~ y=0 (# 0) ， 


dP 


令 y = P ， y”=P 方程化为 


d 尸 P 


1 o P=y 2 +Cy, 


— y P — 

^ I w 

分离变量后两端积分，得原方程通解. 






dy 


dx 


Ce c " +c i 

Cr+C x 


ln^^C,+C^y = 


1 — e 
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> = 0 也是原方程的解. 
例 2 求解下列 方程： 

(1) : ^"+3^ + 1 = 0; 


"2 


(2) 3)' 




= 0; 


— J ^ 


〃 


f 2 


(3) 


6.ry = 0 ； (4) x 2 yy f —jr z y ! 2 — 4x^0^ + Sy 2 = 0 


a ) 方程是不显含 y 的二阶方程，化为 




( yy f y = — 1 


两端积分，得 


3 ; 


yy f = — 




— —：l 


两端积分，得 




X 


+C 1 jr-j^C 2 ， 


即原方程通解 


2 + 2CVr + 2C 


:V = — ^ 


cy ; ) 2 - y ^ 


m 


= 2,即 i A 


(2) 方程化为 
两端积分，得 


= -2. 




3^ 






=—2x+Ci 


tf 


y 


令 y = 户，化为 


— 2 dx 

2^ ~\~ C ^ 


— 2 


dp 


P 




C 2 


两端积分，得 


— 2 工 +Ci = ]， 


P 


C 




c 


即 


户 = 土 

两端积分，得原方程通解 


+ 








djr 


_ 2 工 +C\ 


3^ 




由犷=0知 ofCVr + q 也是原方程的解_ 


86 


: vy’— （ y) 


= 6 x (: y / O ) ，令 h = 得 
= 


(3) 方程化为 


2 






两端积分，得 




z — 3x 2 -\-C x ^> 




: v 


分离变量后两端积分，得原方程通解 

In | ^ | =x 3 + Cix+C 


_y = 0 也是原方程的解. 


(4) 方程化为、 x : 2 1 | j _ 4 j :| +8 = 0 ( y ^ O )* 令心^^，方 

程化为 x 2 〆 一4 jtz + 8 = 0, 解出 

z = Cx 4 + r 

5 /r 

分离变量后两端积分，得原方程通解 




8 


8 




— Cx 4 + 


=> 






5工 


8 


In I =C 1 x 5 + —In |x I +C 


: y =0 也是原方程的解. 

例 3 求解方程 

解 方程左端是 . r ，/ ，_/的二次齐式 • 令 _y = 士 b ，则 y = e > d \， 

i zAr U 2 +^>, 代入原方程后消去因式，得方程 


〃 


(y 一 .ry f ) 2 = 0. 


^ yy — 


ft 


y 


x z (z f + 之 2 ) = (1 — xz) 2z => x z z f +2jtz — 1 = 0 


解此一阶线性方程，得 


C , 




JC 




\( hi ) 


t!j-+C 


c i 


即原方程通解 

例4求下列微分方程的通解 


= Ci ， xe~^ 


^=e 




d 


2 


y 


(2) a z y m y tf ={\+b 2 y ff2 y n 


( 1 ) 


•r = c 


dx z * 
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(1) 设 = 得* ^ = 则 d . x = ( e ^ + Ddf . 

(^) = ^ d 


dy 


(te f -\-t)dt 


Ctc f )d/ d 


由 d 






JC 


d.r 


dy 


(^- l ) e / + -^/ 2 + C 1 


两端积分，得 




dx 


dy, =^^dx= (’一 1 )e' + 舍 ’ 2 +C\ (e' + Dd’ 

( 卜 l)e 2 ，+ ( 咎十 f—1+C\U ， + 芸十 Qld ，， 


又由 


两端积分，得 


^-1+Q e' + +t 3 +Cj+C 


2t 


+ 


e 


3 ;= 




4 


故原方程有参数形式的通解 


x = e ’ + i ， 


—1 + C ! e f + — ^ 3 +^!/+0 2 


2/ 




e 


3；= 




(2) 设，=/>，得 


d / 


3 


a^p 


dj ： 


分离变量后两端积分，得 

‘(1+叹) 


3 


pdp 


a 


1/2 


=> dx = 


x = 


b 2 


P 2 




a 


d/> 


则 


djr 


^ 1 


|[( l +6 2 /> 

^fyCl + ❼ 2 ) $+In (6/> + (1 +’//> 2 ) 1/2 ) 

— jin 你+(1+以 2 ) 1/2 )1+(：， 


a 


2 ) l /2 — (1+炉/> 2 )— 1/2 ]办 


b 2 


p 


In (A/> + Vl-\~b 2 p 2 ) 


故 


dy = 


vTTFF 


88 


C x p 


a 


dp 


两端积分，得 


jy= 应匕音户 3 - 表 V 7 1 -\~h 2 p 2 \n (bp + V 1 +/， 2 ?) -1 


P 


a 


h z 


+ ^Vl+6 2 /> 2 +C 2 . 


h l 


所以原方程有参数形式的通解 


x = 


b 2 


a z C x 


a 


a 






h 2 


6 b 


— \/1 -\- b 2 p^\ii (^bp ^ 1 ~\~ b 2 p 2 ) H ^ C 2 


例 5 求解 PW + Gy — y) 2 =o 


设尸 eJ 


zdjt 


，贝 IJ 


d 2 y _ ( dz 
dx 2 


dy 


h r ， 


zdx 


2 


+ 之 


e 


j —= ze 

djr 


di 


dz 2 


+ 2^ 2 = - 2 


原方程化为 


- z 


d:r 


X 


X 


得 


I 

, ^yz 2^i 

dx dx 




——+23^+43/0^+23/2=~ 


x 


X 


JC 


d^i 2^i 


- + 23 ^= — 


由于 


djr 


x 


JT 


W \ y \~ —是其一'解，故有 


X 


^ y2 -\~—yz= — 2yl 


d：r 


x 


du 2 u n 

- = 2, 


，上式化为 


令 




dx 


x 
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ilr 


2tl. 


2 


d.r+Cj = — 2.r + C] ： r 2 


解得 


.T 


2e 


u — e 


于是 


^ t ■ ■■■■ 

^2 — 


2,r 2 (C^r — 2 ) ’ 


CjX 2 


— 2x 


从而 


2 ^' 2(C].r — 2) ’ 


z == 一 


x 


所以，原方程通解为 

J 7 一 


rLr+lnC 


1/2 (0 —2) 1/2 C 2 , 


—x 


- — ^ 


2)C 2 = C\jo 2 




即 


r — 


3 1 


dy 


d 2 


例 6 求解 : vg — 


= y 2 lny 


dx 


d/> 


d 2 y 


dy 


方程化为 

dp P 


广，则 


设 






dx 


yp 裝 -〆 = y 2 ^ n y 或 


—= 户… bin 〉 




y 


设^=，，则上式化为 


d : 


= 2 ： ydjy ， 


— ■ tfv 


dy 


y 


是一阶线性方程，可求解 


i 


2ylnyc 乂、 ’’ 办 +(^ 2 


[( ln ^) 2 + C 2 D ? 


.V — 


= 3 ; 


djM 2 


[(lnjv)2+C 2 ] 


即 




dx 


两端开二次方根后分离变量，得 


d ) 


= d.r 


( In30 2 + C 2 




两端积分，得 


ln)+V (lnjy) 2 +C 2 =C 1 e 


X 


变换为 


2.r 


— C 2 , 


(In) ，） 2 +C 2 =G\e. T — Irxy ZCie^lny^Ci 


e 
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得原方程的通解 


1^ = (7'〆 十 C’ 2 e〜. 

例 7 求解•， （30'" +y 2 ) + = 2, r 3 . 

令 x / = z ，方程化 为工 z f +3^ = 2. r 3 .則对方程两端同乘 P ， 


化为 


两端积分，得 


C 


yy 


分离变量后两端积分，得原方程通解 


y = c } 


2 


+ — jt 4 +C 


例 8 求下列方程的解 


d 2 x , / dx 


d 


dx 


( 1 ) .r 


(2) .r 


= 0 ; 


= 0 


dt 


dt z 


dt 2 


dt 


解 （1) 方程化为¥ = 0,是全微分方程，故有 t r . 


C ” 化 




为 . rd.T = C l dt . 

两端积分，得原方程通解 


, r 2 = C ^+ C2 


(2) 方程不是全微分方程，乘以积分因子/^=-^ ( x 古0)，化为 


1 dx 


d 


1 d 2 x 1 / cLr 


dt 


1 dr 


= C 1； 


dt 


d ， 


dt 


dt 


得原方程通解 


jr = C 2 e 


x = 0 也是原方程的解. 

例 9 求解 jv 2 ( 工 dx +)，(!)，) + jc(ydx — : rd )，） = 0. 

方程中因式 


.zdy= — jr^d — 


a:dx~\~ydy— —d(x 2 +3 ;2 ) ? yd 
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作极坐标代换 


x = pcosO ， y = pslnO^ 
xdx + ydy = pdp y ydx — Jody= —p 2 d0 

p^si^Odp— |O 3 cos0d0= 0. 


则 


原方程化为 
分离变量后两端积分，得 


=Cj 


i ° + 


sin 汐 


代回，得到 


= C , (#0)， 


:V 


得原方程通解 


(x 2 +y ) (计 i) 2 =cy 


5 = 0也是原方程的解. 

例10在 oo 平面上，曲线3，= /(工)上点(〜/(^))处的切线 


在 J 轴上的截距等于丄 /( x ) di ， 求 / Cr ) 的一般表达式 

工 J 0 

解曲线 3 ，= /(. r ) 上点 Cr ，/ Cr )) 处的切线方程为 

■ 

Y — f{x) = f ix) (X — x ) , 

在: y 轴上的截距为 y =/(^)— 了/ 7 &)• 由题意，得 

■ 

fCt)dt = f(jo)—xf(x) ^ /(Odi = .x/(.r) 

Jo 

两端对 X 求导，整理，得 


/ Cr ) 




d 


.r/u+y 7 (x)=o => ix))=o 


两端积分，得 


c , 


xf ix) —C f (x) = ——， 


故 / Cr ) 的表达式为 


f ( x )= C ^\ nx -\- C 2 - 

例 11( 追线问题）在 ar 轴上有一点 P 以常 速度“ 沿着 0: r 轴 


92 


正向移动（如图 1. 15 所示），在 xQy 平面上另有一点 M 以常速 I ；运 
动，方向永远指向点 P ， 求点 M 的运动轨迹. 

设时刻《点户的横坐标为 X , 

片0时点 P 的横坐标为 X 。，则依题 

意，有 


: y 


M n ， 3^) 


M (x^y) 


djc 


dy 


2 


2 


v 2 ? X = X Q -\-at ^ 




At 


di 


dj 




dx X — x 


O 


x 


a 


Pn 


P 


dy 


令 


y ， 得 


1-15 




dx 


3 ; 

_ / ， 


X 0 — x + a/ = 




两端对 x 求导，得 


d ， 


〃 


— W ^ 


① 


一 1 +%— 


3^ 


dt 


dU 


u 


yy 


即 


② 




cLr — 


dx 


v 




由式①与式②得点 M 的追线方程 


vy 


dy 


dp 


令/>=若，则 y '= A 志，方程变为 

dp_ap 


2 


dp_ap 


yi + p 2 ^=> 


^/l + p 2 ， p = 0 


p 








vy 




由户= 0,得 : y = 0, 此时点 M 沿 Ox 轴移动 


d P = ^t /i 4 , pi 


dp 


dy 


a 




dy 


p Vl~\~p 2 


vy 


v y 


因为 ^>0 时 p <0 ，所以，两端积分得 


a 


In 


=— (ln^+lnC ) ， 


~r+ a/ 1 + 




v 


P 


P 
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!v 


即 


(Qy) 


一一 A 1 + 










P 


P 


设开始追逐时，点 P 和点 M 处于同一条平行 y 轴的直线上（即 


Po 与 Mo ) ,则 


0 ， 得 c = 一 ，即 


■ - - 


P 


yo 


d/v 


\ 


I ■ 


3 ; 


3 ; 


+ , 1 + 


+ A 1 + 


















P 


P 


P 


P 


3 ; o 




将上述两式相减，得 


v/it 


d；r 


a 


—— u /z f 


— v/a 


y 


y 


y 


y 


③ 




P 




3 ; o 


3 ^o 


夕 0 


仅当 v 〉 “ 时， M 才有可能追上尸.对式③分离变量后两端积 
分，得追线方程 


1 一 u !v 


1 + 1 / / r 


^0 






3 ; 


十 Ci 


1 七 a lv 


l^a/v\ y 0 

因为点脱，在追线上，则由 y (^： o ) — yo ?得 


3 ; o 


C ] = 2^0 + ^ 


l — a/v l-\-a/v ’ 


0 


故追线方程 




\ 1 + d 


1 






3 ; 


夕 0 


3 ; 


— 1 


1 1 国 1 ■ 

U - 




(> 


2 ( 1 —a/v) 


2 ( 1 ++) 

当 j，= 0 时， M 与尸相遇，相遇点坐标 


3 ； 0 


),0 


arjVo 

I 

v 2 —— a 2 


^ 3 ; o 

r(iiVa T ) 


= .r 0 4 " 


X] = x 0 + 


追上所需时间是 


I ~ 一 了 o 


吵 0 


T = 


a 


v — a 


例 12 设函数 : V = 3，（ i ) ( x >0) 二阶可导，且 y ( x )>0, 
y ( 0 ) = \. 过曲线 3 ； = _ y (. r ) 上任意一点尸 (. ro ，） 作该曲线的切线及 

轴的垂线，上述两直线与I轴所围成的三角形面积为&，区间 
[0，1]上以 3 ，= ^Cr) 为曲边的曲边梯形面 积为& ，并设私一&恒 
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为1，求此曲 线5 = 3^) 的方程. 

曲线3^ = 〆 ^)上点尸处的切线方程为 

Y — ) = ),’ Ct) (X — jt ). 

4,因为 y (，: T )>0， J (0) = 1， 所以 〆 x )> 


它在 x 轴上的截距为 
0. 于是 


X 一 


3 ; 


:V 






"^3 7 3 ; — 


nr ■■ 丨 ■ ■ ---■ 

， A. f 




2^ 


3 ; 


X 


JLS 2 — 故由 2 Sj ~ S 2 —1 


0 


jr 


y 


3；(/) d / = L 






0 


两端对 X 求导，得二阶微分方程 


〃 


J 3 1 =3 7 


dp 


令 y ，则 p ， 方程化为 


d p 


dp _dy 

. —- 

P y 


= p 2 ^=> 


yP dy 


两端积分，得 




y ^ P = C x y 


右 = 以， 




< V + c 2 


即 


尸 c 

代人初始条件 (0) = 1，_ y (0) = l ， 解得(7；1 = 1， C *2 = 0. 故所求曲线 

方程为 j = e 


X 
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第二章基本定 


dy 


本章在上一章第六节关于一阶微分方程初值问题 

， : y(x 0 ) 

论，并对解的延展，解对初值的连续依赖性与可微值进行了研究 

读者应充分理解定理，学会应用定理分析与说明一些问题. 


解的存在性与唯一性讨论的基础上进一步讨 




3^0 


第一节解的存在性与唯一性定理 


主要内容 


1. 定理11如果初值问题 




= /( x ，）'） ， 


d.r 


① 


jy(x 0 )= : y 0 , 


式①中函数 / Cr ， W 在闭矩形域 


R ； x 0 —a^z^Xo + a ， y 0 — b^y^y 0 +6 


上满足如下 条件： 

a) 在尺上 连续； 

(2) 在穴上关于变量 y 满足李普希兹 （ Lipschitz ) 条件，即存在 

_ 

常数 W ， 使对于尺上任何一对点 Uj ) 和（工，^)，均有不等式 

|/Or ， _y)—/(x ， _y) l<AM_y _ ：V 丨， 

则初值问题①在区间 A — /!。<.2：<心+/1。上存在唯一解 

<p{x) ? <pCz 0 ) 






3 ; o 


3 ; 
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b 


l/(-r ， _y) I. 

推论 2. 1 如果在区域 /?: k—b —> l <(6 上有： 

(1) /(. z :，3；) 在尺上 连续； （2) /(,( x ， 3 ;) 在 i ? 上有界，则初值问 

题在 A 的某邻域内存在唯一解. 

推论 2. 2 如果 （ l )/(. r ，： y ，) 在 D 内连续； （2)/:( x ，： y ) 在区域 

内有界或连续，则对任意(&，>,) 6 D ， 初值问题的解存在且唯一. 

2- 对隐方程的初值问题 F ( X，y ) = 0，： y (. r 。） 因为隐方 

程尸 (. r ，： y ， y ) = 0 可能得到几个显方程 y =/,(. r ,： yO ，/ = l ,2，.-.， 

k . 如果每个初值问题 y =/,0， jy )，： y (. r D ) = j。J = 1，2,…，々都有 

唯一解，此时初值问题有纟个解满足方程，不能理解为多于一条积 
分曲线通过某个 Or ，_ y ) 就破坏了解的唯一性，而应理解为每一个 

显方程有唯一解满足: V (*27 f ，）==_ yc ) 是唯一性- 


这里 h 


，而 


— min a 


max 

( j vV ) e ^ 


0 


，M 


疑难解析 


i. 怎样保证李普希兹条件成立？ 

答在实际问题中，验证李普希兹条件成立是比较困难的，但 
存在保证李普希兹条件成立的充分条件，而且较易于验证 • 

如果 /Cr ，3；) 在尺上存在有界的偏导数则 /(. r，y) 在 

R 上必满足对于 y 的李普希兹条件.因为，对尺上两点 U，％)， 
Or J)， 由拉格朗日中值定理，有 

| = |/;(.r ， f) | \y — y | ^Niy — y~) , 

其中从而 (. r，06 兄 若， Or，J) 在只上连续，它在穴上 

必满足李普希兹条件. 

但是，满足李普希兹条件的函数不一定存在有界偏导数 

/iCr，3；). 例如，函数 /Cr，30=l3n 满足李普希兹条件，有 

|/(x,^)— 丨=丨 1)1 — l_yl I^l3 ;— 3 ; l- 
但 /(j：，：y) = 在: y=o 处不存在对3,的偏导数- 
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所以，上面的条件是充分的，不是等价的， 

2. 怎样使用毕卡 （ Picard ) 逐次逼近法？ 

答首先，设 / U ， 30 在 K 上满足李普希兹条件 


然后取外。作积分方程 J = nx , y ) dx 的零次近 


似解 


再取朽 （ x )=>+ /($，>)敁作积分方程的一次近似解. 


再取托 Cr )=>+ /( f ， 奶 （ e )) 敁作积分方程的二次近似解 

^ x o 

如此继续 ，得〃 次近似解 


供 Xr)=)/ 0 + /(c>^^ 1 (c))dc 


由归纳法可以求得 


MN 




( 少 i + 1) ! 


当 I T — X 0 i 充分 小而" 充分大时，9^0)可以任意近似于解 〆 ^) 

由于〃越大近似程度越好，所以这个方法称为逐次逼近法 


方法、技巧与典型例题分析 


本节要求深刻地理解定理，特别是定理的条件与结论，正确地 

利用定理解决具体问题. 

* 

例 1判断方程 g = rtan：y 在区域 

(1) R \ : — l^x^l 

(2) R 2 : — l^x^l 

上是否满足定理 2 . 1 的条件. 

解 （1) 在区域 穴 1 上，函数 /(. r ， jv )=: rt : an：y 在 jt /2 时不连 

续，所以不满足定理 2. 1的条件. 
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(2) 在区域 尺2 上，函数 /OoOmanj 连续，且 j /' v ( x ，）） 丨= 

|<2,即 /(. r ，： ^对 3 ,的偏导数有界，从而李普希兹条件成 
立，故满足定理 2. 1的条件. 

例2 判断下列方程在什么样的区域上保证初值解存在且唯 


⑴ y 


+y ； 


(2) y =*： r 十 sinjy 

(4) y — v \ y \^ 




x 


1/3 


(3) y = 

解 （1) / Or ,>)= 〆 +/ 在全平面连续，/;(.7:，7) = 2)，也在 


全平面连续，所以方程父=/ + ¥在全平面上保证初值解存在且 


— ■ 


(2) f ( x , y ) — x + sir\y 及 Cr ， jy ) =cosjy 在全平面连续，所以 

方程 y = x + s i n 3； 在全平面上保证初值解存在且唯一. 

( 3 ) 除 j 轴 （ ^ = 0 ) 外，/(^，3, ） = . r - 1/3 在全平面连续，且 
/：. (. r ， j ) == 0在全平面有界，所以方程 y = x - 1/3 在除3,轴外的全平 

面上保证初值解存在且唯一_ 


^ f~y ^ 3^()， 

、 3^ ><0, 


(4) 因为 f kx ~ \y \ — 


故 /( x ， 3 0 在全平面连续.而 


y > o . 


2^y 


y 7 ( 工，》）= 


— 1 


， 3 ; <0 


在除 x 轴 （ j =0) 外的全平面连续，所以在除去 X 轴 外的全平面上 
初值解存在且唯一 • 


例3 讨论方程^= 3 


在怎样的区域中满足定理 2. 1的条 


件，并求通过点 C 0,0) 的一切解 

因为 乃(^，30 


- 2/3 


在: r 轴上不连续，但在除 . r 轴外的 




}vmi 


■ ■ ■ 
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有界闭区域上有界，故在这个区域上解存在 且唯一 

在通过1轴上的点（3；=0)时需要进行讨论. 
将方程分离变量后两端积分，得 


—C )'= 士（ :?: 一 O" 2 (x —C^O) 


2/3 — 


■ ■■■■■ 




此外 o ，= o 也是原方程的解.故过点 （ o , o ) 有无穷多解. 

例4下列方程是否有奇解，在有奇解时求出 奇解: 




<^y 


( 2 ) 


(l) 


d.r 


djr 


解 （1) 由例 2(4) 知， j =0 时，解不唯一.但3；=0是方程的 
解，所以3 ;== °是奇解. 

(2) /(:r ， jy) 


士 / /不石在全平面连续，/, U ，3, ） = 

M 

时不连续，解的唯一性不确定，所以可能 




一 X 


2 


在尸— 


+ 






X 


是奇解 


<^y 


是原方程的解，故 


2 


时 


所以7=— 


当 : v 


2 


—X 


— ~ *尤 J 


X 


， dx 


2 是奇解_ 

例5证明 ：函数 / U ,3；) 

(1) 在任一矩形私 «b，C«d 上关于 J 满足李普希兹 


3 ;= 


- ~jr 




xj / 


条件； 


(2) 在任一条形 bl < + ^ 上关于5不满足李普 


希兹条件 


证 （1) 因为 

\ftz,y}—f(x,y) | = I xy 2 — xy 2 丨 = U 丨 1^ + ^ I \y~y \ ， 

而 (. r ，)，) 及(工5)6私，所以若令 

^^maxC |^|, \h\) , k 2 = z max( \c \ , 丨 ） ， 

I I I j + 3 ' I < I x I ( 1 3; I + I ：y I 2 々 2 = 々， 

\fix^y)—f{x,y) I ^：k I) —：y I ， 


则 


① 


故 
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即在凡上存在常数々，使得对于 A 上点 U ， J ) 及 CrJ )， 有式①成 
立，所以，在亿上满足李普希兹条件. 

(2) 在条形 A 上， kl b+y 可以是充分大 的数. 因此，在条 
件私上，不存在常数 h 使得 


\ftx,y)—fCr,y) \^k |_y — : vl 

成立.所以，/( 1 ， 30 =叮 2 在&上不满足李普希兹条件. 


例 6 确定方程 g = ，_ yCr (> )= 3 ，。， 初值问题解存在且唯 

一的点 Or 。，％) 的范围. 

解 /( X ， 30 =： vl3n 在全平面上连续， 


: v >0, 

夕 <0, 


: T ， 


f(x,y) = y\y \ = 


2 




5>0, 

2： y ， ： V <0. 

在 1 轴 (_y = 0) 上，对任一点 Cr ，0), 由定义 

/O ， Ajy) —/O ，0 ) 


2y, 


fy (1 ， 3’） = 


于是 


= lim (△3 ; 丨^3 / 丨 _ 0) 


/; 乂: r ，0) = lim 




by 


△yO 




=lim I A3 ; 1 = 0 , 


0 


故知在全平面上有 


2y 9 jy>0, 

/i(^o ; )=^ 0 , 尸 0 , 

^ — 2y , y < i0 . 


所以，/； ,( x ， 30 在全平面上连续. 

由/(^，3，）与/^(工，^)在全平面上连续知 ，/( i ，《 y ) 必满足李普 

希兹条件，故已知方程过全平面上每一点（心，>)均有一条且只有 

一条积分曲线通过，即满足解的存在唯一性的点 （ AO ，。） 的范围是 

全平面 • 


dy 


满足初值条件 〆 0) = 0 


例 7 用逐次逼近法求方程 

的近似解，（1)，灼（1)，矜（工），灼（工) 


=x — 


:V 
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由 ^( r )=^ a + 知 


X 


0 


只 >(x) = 沪（ 0) = 0 ， 


奶 （ 1) = 0+ (c —0)dc = ^r 2 , 


o 


J 。 [叫+， 2 ) ] 


— r 2 - — T ^ 


< p z (jr ) 0 + 


20 


9^(x) = 0 + c— ~^ 2 ——^ d$ 


20 


0 


2 


20 x> + l 60 x8_ 4400 


11 


=^rr 


x 






<^y 


例 8 用逐次逼近法求方程 

1的近似 解：并 （ x ) ， 灼 （ i ) ， 矜 <ix). 

解与例7—样，求得 

许（丁）=>(0) = 1 ， 


2 适合初值条件: Ko ) = 


=)， 


— X 


dx 


X 


•: r 


.<Pi (x) = 1 + (l 2 —P)dc = l + t r —*— ， 


0 


T 


—^ d 彡 


1 H-c — ~c 


矜 （ .r) = l + 


rt 


1 _|_ r 2 _— x 4 _ — T s -J __ r 

丄 1 乂- p ，又 1 r ，（ I rt n 

6 15 bS 




例 9 证明 ：解的 存在唯一性定理中的 《 次近似解科 Cr ) 与精 
确解 #1) 有如下的误差估计式 

| %{x) — (fix) I ^ 


MN 


n 


.z — x 0 


"+i 


(« + l)] 


证由 fix ') =^ o + f 与迭代序列 


0 


%Cz)=y 0 ^ %Cr) = y 0 -^ /( 芒，并 -1 (O)df ，《 = 1 ， 2, 


■r 


o 


X 


I < p ( jr } — (^ r ) l^j I ! f ^ 9^(^) ) i dc \ 

MN k 

(kTWi 




得 


a : — .To 


j~ 


0 


Jfr-hi 


x — .r 0 


[ <p{x) — <Phix) I ^ 


设 
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_ 



贝 ！ J \< pCr )—%^ l ( x ') |dc 


.r 


0 


MN k +\ 


e-x 0 r +i d^ 


< 


(々 + 2)! 


0 


MN k 十' 


A + 2 


< 


: r — 


：r o 


(々 + 2) ! 

由数学归纳法知，对任意《次近似解，估计式成立. 

例 10 讨论方程 y 2 — Cr + 3 ') y +.巧 = 0的初值问题的解的唯 


一性 


由方程 y 2 — 0+7)：/+：0，^=0，可解出两个方程） / = 1 ：(：， 
其中每个方程对于全平面上任意点 U w ， h ) 都满足定理2, 1 
的条件，所以，方程的解存在且唯一，从而原方程在全平面上的解 
也是唯 一的. 由于 y 和 y 的通解分别为 


3 7 


:和 y — Ce r , 

故对于任意点(1。，>)，原方程均有两条积分曲线 


y = yo ^\-~7 r (^ 2 ^ r ， l ) , y y () e 


a a 一 ,t 


0 


经过 


例 11 设方程: y "+/>( r)y ( jc)y = 0 中的 /? ( j :) 和 g ( x ) 在 

1>，幻上连续，且9(^)<0，证明 ： 对方程的任一非零解3^3/(^)，函 

数 /(. r )= e * fe /( f > d ^ y ( x)，y (_ r ) 单调递增，其 中： ru 6 [ a ，6]. 

证 只需 证明尸 （ X ) 在！ >,幻上大于零.因为 


户 （⑽ 


f (. r ) = / >( Jc ) eJi / (0 dc ： y ( •: r)y ( x ) + [y (. r )] 2 eJ^a 

)y’(x)eJ 

{p(x)yCr)y f (x) + [j/ (x)] 2 + ： y(jr)y’0) } 

由: y =： y (.2：) 是 y '+/>( i)y + g (. r )^=0 的非零解，则有 

y’(jr)=— [户 (J：)y (^)+g(.r)3 ； (jr)3^ 

fU)= (pU)yU)y , (x) + [/ Cx)] 

— p(j ： )y(x)y r (x) — q(.x)y 2 (jr) } 






x 


X 


0 


X 


=e 


0 


2 


从而 
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{ [)/ ( 、 : r)] 2 — q Cx^>y 2 (.r) } 


:== G 


o 


>0 ( qCrXO )^ 

又因为/ >( x )， g (. r ) 连续，所以方程满足定理 2. 1 条件 • 从而， 

I 

Vy € [ a ，々] ，_ y(.r ) = 0与 y ( x ) = 0 不能同时成立 • 故在[“， 6] 上， 

—y (了)] 2 —9(了)/(工)>0 => /’（：)〉()• 

ft / ( f ) 5 Cr ) yOr ) 在区间1>，幻上严格单调递增. 
例12 在条形区域 | y \ < + ° o 内，假设方程 g = 


于是，知 fix ) 




e 


/(hjO 的所有解都唯 一 ，对其中任意两个解3^(^〉，力(1)，如果有 

( x 0 )<3 ; 2 (工。），则必有 

证设 〆 : c )=： Vi ( x )— 3 ^ 2 ( 1 ) ，因为 ％ (^:。）<3,2(.7。），所以有 

〆 JT 0 ) =夕】（了0 ) — 3^2 (A ) <0. 

用反证法.若 yi 0)<3^(i) 不成立，则在 M (.^^与^^^^存在的 
同一区间上，由 Kr) 的连续性，必存在点 Y ，使得 cpU ) = 0，从而 

% Cr ’ ）一％(:’）= 0 => ) ; i (. 〆 ） = )，2(工’ ） ， 

这与解唯一存在相矛盾.故必有 

)1 ( X ) <)2( 了）， 

例 13( 隐函数定理）设函数 /Czj) 在条形域穴 |_yl 

< + oo 上连续， /(,Cr 0 ，) 处处存在，且满足关系式 OCmg/iCrj) 

，试用逐步逼近法证明方程/(^， 3 /) = 0上有且只 
有一个连 续解. 


3 J i 




x 


n 


证先证存在性.作方程 

RfCr Of y o ) = 0 . 

许（工）= 3 / 0 ? 


尸（ X ， jy ) ，设 (^ 0 , y 0 ) G G 




/(工，许 o )) 


，是 一 '次近似 


<Pi (: r ) = ^( x ) — 


2M 


/ o , 沿 o )) 


，是二次近似 


炉 2 (,r) — (pi(x ) — 


2M 
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/ O ，灼一】 （ X )) 


，是”次近似= 1，2, _••)- 

\f Ct,<p 0 Ct')) \ 


— (. r )— 


2M 


N 


因为 \< Pitr ) — % Cx )= 




2M ， 


ZM 


t/Cr ， 科 （ x)) I ， 

fy (•: r ，科 （ .r)) 


N = 


max 




tl 


i %( x )—^( jt ) 丨 = I 仍一钭丨 l — 


2M 


灼 1)1 


式中，&为奶与钭之间某一 i 的函数.一般地，有 

丨蚪 Cr) 一奸 …】 （ x) 


?n 




— % — 


2 


2M 


N 


JU_ 1 _ m 

^2M\ 1 ZM 


于是，级数 


讲 >+( 奶—科）+(丹 一 仍）+…+(科 一 科一 1 ) + 

在 [ a ，幻上存在收敛的优级数 

v + — - L - ( 1 — 

卞 卞 2 M 


搴 V _ 


N 


m 


m 


卜 丽 1 — 


2M ' 2M 


«一 1 


N 


m 


+ …， 


+ 2A? 1_ 2M 


所以，序列{科}在[〜6]上一致收敛，设极限函数为 pCr )， 则由 
/(^， 30 在 0 上连续，有 


(x)) 


lim^(x) = lim <p ti ^ x ix) — 


2M 


« - 笋 OO 


打一 


/(JT ， pO)) 


<p(x)=<p(x) — 

f tz^<p(x)) = 0. 

这表明9(工）为原方程的解•由畀。，推出 〆 工 0) = 3 V 

再用反证法证唯一性. 

若方程在1>4]上存在两个满足初始条件 〆 心）=> 的解 
^^(，^，^^(^^^^/(^^^”一/(^，^^(^^。(^ 另一方面，由 


即 


2 M 


所以 
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中值定理 

/(,r ， /"(,r))—/(.r ， 〆 2 乂 r))=/;U，KW 

其中 〆 . r ) 是介于 〆 ” (_ r ) 与 p (2) (. r ) 之间某 一 . r 的函数.由于 0< m < 

y \( x ，），）< M ， 所以 


<p (l) (x) — <p {2) (x) = 0 


例 14 设 /( x ， j ) 在矩形域上连续，且当 

:时，/(了，(工， A ), 而对于[0，“]中所有的了， /( x ，0)> 


b 


上，初值问 


0. 试用逐步逼近法 证明： 在区间 0< x</i = mm 


a 'M 


题 


y =/0, 夕）， y ( 0 ) = 0 

l / tz . y ) |. 

证初值问题化为等价的积分方程 


白勺解是存在的，其中 M = 


max 

(j , v ) e/i 


y (x)= /(:r o 7 ) dr 


o 


作毕卡序列 


X 




f Cr jy n -i(x))dx ^ 


3^0 = 0 , 3^1 = /( x ， 0 ) dx ， 


， JV "= 


o 


0 


jr 


当 《 = 0，1 时，有 I Jo I =0<6, 13^1 1^1 |/ O ,0) \ dx ^ Mh^b 
由数学归纳法可知，对一切《，有 

3^1<[ 1/( 


0 


)\ dj ： ^Mh^b$ 


工1 


0 


所以，毕卡序列一致有界且不超越凡 

都在穴内，由题意 


由于 _ yo ，_ yi ， 


，： y "， 


: r 


fix ， 0)dx^0 = y o ， 




3 J i 


0 


jr 


[/( 工 ，％) —/Cr ， 0)]cLr>0 , …， 


yz — yi ^ 1 


0 


x 


[/( 工， 30 _ /(工，夕„ - 1 )] djr >0 ， 


故 




y ^ y — y n 


0 
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从而 


因为单调有界序列必有极限，所以毕卡序列收敛，且 


\ imy fi ( x }= y ( x ) 


因为： y ( x ) = lim 3^( jr ) = lim f(jr $ 

，卜"一如 J Q 

I^K.r) —^(^o) I = lim f f f {t^y r ^_ x (t))dt — 


fit 


⑴） d / 


儿- 1 


<Hm \ nt , y n ^ it ))\ dt < : [ imM \ x - Xo \ 


— M\x — x 0 \ ? 

当 |x — JT 0 丨 <3 时，有 \ yCT )— y (. T ^ 丨 O , 所以 ， j O ) 在点: r 0 连续. 

I 

由 A 的任意性知，在 [0, A ] 上 y ( x ) 是连续函数，故毕卡序列是一致 

收敛序列. 


由毕卡序列的一致收敛性及 /( x ， 3 0 在尺 上的一致连续性知， 

/(了，％(1))在区间0<1</2上一致收敛于 /( uCr )). 从而，可以 

在积分号下取极限，得出 


lim /(了，％-] ( J )) djr = / ( x 9 y ( x ) ) dx , 


= lim /( jr ，： y „ — 】 （ x ) ) dx = fix y y { x))dx 

一… Q J 0 

此式说明 ，^U) 满足积分方程，因而是初值问题的解. 

例15设: v=：y(jr) 是 y 满足初始条件: v(o) = ：y。 的 

解，其中 ZrU ) 在上连续， 〆 j ) 在一上连续，且 

I 

hU)>0,g(y^)>0. 令 / /0r)= f r /K ， )d/ ， 设对于任何 f ，积分 G*(f) 




dM 亘存在.求证 


g (0 


(1) 如果 C ;(30>// U )， 则 〆 、 r ) 在 0< x < a 上有定义； 

(2) 如舉 G (3； D )< H ( a ) Jlj _ y ( a ，） 在 上有 


定义 


证将方程分离变量后两端积分，得 
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'•⑴ dy 

.r 0 尺 （）) 


hit ) d / 或 G ( y {) ) — G(y (jr ) ) = II (. r ) 


0 


因为，当 0 <x 时， / Kx )>0, 所以， HCr ) 单调 增加. 又因为 g ( 3 ；)> 

0,所以， GO 单调减少而有 G ’( O >0. 

(1) 若 G (>) >//(“），则由 G ( w )— G (_ y (: r )) = HC ： r ) 有 
G ’(3^))>0, 即知 G ( 3 ， Cr )) 在上有定义，所以， 3 ，( x ) 在0< 

< a 上有 定义； 

(2) 若 G (: voXZ / G )， 则有 C ;(3； GO )<0, 但由于 G (6)>0, 所 
以， _ y («) 不存在（因为在上面的不等式中，等号成立时 ，_ yh ) 

则^二 〆 ^)必须在上有定义，由于满足 G ( j 。） = 

//(6)，而办=//一 1 沁0 0 ))，所以，）=)，0：)在0<了<以- 1 ((；( > ))上 

有定义 • 


.7 


)， 


= OO 


例 16 设方程 y =/(.r，_y) 的右端函数 /Cr，_y) 在整个 (x，jy) 平 

面上连续可微，且/<^， 3 ；。）= 0 .证明 ： 若方程的非常数解：^ =〆^) 

时趋于>，则 ： r = oo 或 

证因为 / Cr，30 在全平面连续可微，所以满足定理条件，方 

程适合初始条件的解是唯一的. 

用反证法证明 ：若 . 3 ：。# 00 或 x。# —oo, 且 limpO) =：yo = 9 3 (x 0 ) ， 


当 


X—►x 


x 0 — 


0 


' o 


则方程有非常数解 J =9>0 c ) 适合初始条件 〆 •2'。）= %;另一方面，由 

/(1，3；。）= 0可知，方程还有一个适合同一初始条件的常数解7 = 
: V 。，这与唯一性矛盾.故 X = oo 或 

例17设函数 /Cr ,3；) 在： rOy 平面区域 Z ) 上连续，且对 y 单调 
非增，则方程:/ =/ a ，^) 在 D 上的右行解恒由初值唯一确定 • 

证用反证法.设方程 y =/(. r ， 30 在区间 Dr 。，. r , ](々<々）存 

在两个解約（工），铃(工）.不妨设 奶（工0)=矜(工。） ，且在区间（.『。，.^上 
^( xX ^ Cx ). 对于工6 Dt 。 ，：!：,]，有 

<Pi (, r ) = Vo + f /( 芒 ，灼 （芒 ）） df ， 科 （工）=)， 0 +|* /( f ，9^( f )) d : 


X 


•0 


0 


将两式相减，由于只(了)>科（了），所以 
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[/(e ，％ ⑺ ）一 y '( 芒，奶 (o>]d^> o 


而 /( x ，_ y ) 对3/单调非增，故应小于零，引出矛盾.故知方程的右行 
解 Cr >. r 。) 恒由初值唯一确定. 


主要内容 


定理 2 . 2 ( 延展定理）若方程/ =/(. r ，3；) 的右端函数 /( x ，_)，) 
在（有界或无界）区域 D 上连续，且关于^满足局部李普希兹条件， 
则对于 D 上任意一点(〜，力八方程乂^:八^:^以&^^“为初值的 

解 〆 .2：) 均可以向左右延展，直到 ( x ， pOr )) 任意接近区域 D 的边界. 

定理 2. 3( 第一比较定理）设函数 /(■ rjhfXu ) 定义在某 
个区域 D 上，且满足以下 条件： 

(1) 在 Z ) 上满足存在与唯一性定理条件； 

(2) 在上有不等式 /Cr jXFCr ，：)；） ，则方程:/ ^/(工，））的 

满足初始条件的解 9^(^) 和方程 sFCr ， jy ) 的满足初始 

条件步(工。）=> 的解少 ( x ) 在它们共同存在的区间上满足不等式 

史0)<00)，当工〉尤。时， 

c < x )>^(. r ) ,当 . r <： r 。 时. 


疑难解析 


1. 什么是局部李普希兹条件？ 

答 如果方程：/=/(、1：00的右端函数 / Cr 0 ，） 在区域 G 上的 
每一点，均有以它为中心且完全属于 G 的闭矩形及存在，使得函数 
/(. r ，： yO 在 / e 上满足李普希兹条件.对于 G ■上的不同点，矩形 穴及李 
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翁 


普希兹常数可以不同，这时称函数 / Cr ， 30 在 C ； 上满足局部李普希 
兹条件. 


如果方程：/=/(1，^)的右端函数满足在 G 上连续，且关于^ 

满足局部李普希兹条件，就可以把解的存在区间向左方或右方延 

展开去. 


2. 怎样理解延展定理？ 

答 在定理 2. 1中给岀了解的存在与唯一性，但只指出初值 
问题的解在 k 一上的存在，可人们总是希望解的存在区间 

要更广阔些，延展定理给了一个较圆满的回答.即在一定条件下， 
解可以向左右延展，直到 Cc ， pCr )) 任意接近 D 的边界. 

怎样理解 “ Or ，#: r )) 任意接近区域 D 的边界”呢？需了解以下 


几点 


(1) 若 D 是有界区域，则积分曲线可任意接近 D 的 边界； 

(2) 若 D 是无界区域，初值问题 y = /(. r ， J ) ，3, ( X 。） 的 
p (. r ) 可以向的两方延展 • 

例如，向^ = 的右方延展（与向左方延展时类似），有以下几 


种可能 


( i ) 解 〆 1 ) 的存在区间为 [ x 。， 十 00 )，此时区域 D 的右方 无界; 

( ii ) 若解的存在区间为 Dr ^ rJCr , 为有限数），则当 .r 

或者 : y = P ( r ) 无界，此时当、 

或者 (. r ， f (. r )) 趋于区域 Z ) 的（有限）边界. 

但要注意，并不是方程的所有解都可以无限延展_例如 


时， 


JT] 


为铅直渐近线; 


时，以 




JT 


方程 y = y 的通解为 1 =^^，其通过点 a ， i ) 的积分曲线为 


7=^，它可以向左无限延展 • 但是，当 X — 2 时 ，，- + oo , 所以 

L — x 

% 

I 

其存在域为（一 00 ,2)，其通过点 （3, —1) 的积分曲线 j = 向左 

不能无限延展；当 1—2+ 时， 

只有解可以向左右两个方向无限延展 


，所以其存在域为 （2，+ oo )， 


> oo 
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方法、技巧与典型例题分析 


例1在全平面上， /(. r ，_ y ) 连续且有界，并且连续，证 
明：方程：/ = / Cr ， jy ) 的一切解: y ^ pCr ) 的存在 E 间，必均为（一°°， 


I 


证由 ( xj ) 在全平面尺上连续知，/(1，3；) 在尺 上满足局 

部李普希兹条件.又由 / Cr ，/ 在7?上连续，故方程父=/(^， 30 满 
足延展定理，所以方程的一切解都能 

延展到只的边界（即延展到无穷远）. 

现在考虑过任一点尸 Or 。，％) 的 
解，如图 2.1 所示.因为 /(. r ，)，) 在尺 
上有界，可设在尺上有丨 / U ，_ y ) 丨< 

M . 过点尸(為，>)作斜率为 A / 和一 M 

的两条直线. 

由于 | / ( Xo » ^0 ) I < M ，故过点 
PCr 。，％) 的积分曲线必在这两条直线所围成的对角区域内，向左 

和向右延展.根据上面的证明知，积分曲线可以延展到无穷远处. 

_ 

由上面的证明知，在向左和向右的延展过程中，积分曲线不能 
穿越斜率为 M 及一 A / 的直线.否则，若积分曲线能从直线上的某 
点 4 KA di ) 处穿越直线，贝 1 j 必有1/(工1，％) ，导出矛盾. 

从而，知积分曲线¥两个对角区域内，无限地向左和向右延 

展.而两直线的存在区间为 （一 oo , +的），故过点尸 Or 。，％) 的解的 

存在区间是（一 ° o ，+ m ). 

例 2 证明： 对于任意的: r 。 及满足条件0<加<1的>，方程 y 

— 1) 

i+: 2 +y 

上存在. 


图 2. 1 


的满足条件: = 的解:在（一 


+ 00 ) 


y(y—l) 

i+x 2 +y ’ 


证因为 


f{x,y) = 
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(2y— 1 ) i\+ x 2 ~\~ y 2 ) — 2y 2 iy ~ 1 ) 

(i 十 f+y) 

在全平面上连续，所以方程在全平面上满足存在唯一性定理与延 
展定理. 


fy (:，）） = 


2 


因为: y =0 与3^=1均为方程在（一 


+ oo ) 上的解，则由延展 

I 

定理可知，通过点（々，>)的积分曲线 （ 1心 j < + 00,0< 3 ； () <1)在 
区域 U 0 |< + cx ,,0<3/ o < l 上，一方面可以向 


oo ， 


的左、右两侧 

延展，一方面又由唯 一 性限制 ，: V = J ，(. z ) 不能穿越直线 : v = 0 与 ：y = 
1，所以解的存在区间为（一00，+^). 


.X == 0 


例3 试求方程父=+ (/_ 1) 的通过点（0,0)以及通过点 


( ln 2, 一 3) 的解的存在区间，并讨论当: r 趋近这些区间端点时，解 
的性状. 


可以验证，:^=士1是方程的解 * 当3^关±1时，分离变量 

后两端积分，得方程通解 


1+Ce 

1-Ce 




J： 


1 — 0 T 
1+^ 


代人 〆 0) = 0,解得 C = 一 1. 故通过点 （0,0) 的解为 JV = 
存在区间为（一 00 ,+^)，并且有 


，解的 


1—— C 


1 — e 


X 


X 


lim 


1， lim 


I 

l • 






1+e 


1+e 


■T 


•T-4 


l + e r 


，其定义区间为（一^，0)和 


通过点 （ ln 2，一 3) 的解为 ：y = 


X 


_ e 


(0，+ oo ). 由于 .r = ln 26(0，+ oo )， 故由解的表达式知 

I 

lim y(x) = — 1. 


lim〆 ：）： 一 °°， 


x -^0 


例4若 / Cr ，/ 在全平面上连续可微，且/(工，>)二0,证明 

时有，则 


若方程 y =/ Cr ， W 的非常数解当 

I 

必为 — OO 或 +00. 

证依题意知，方程在全平面上满足存在唯一性定理条件，并 


X 


x 


且同时满足延展定理条件 
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由于 /U，3O = 0, 故方程有常数解 y = > 

用反证法.设: y = _yCr) 是方程的 
非常数解， lirn：yO) =：y。， 而X。是有限 

I— a 

值（图 2. 2)_在积分曲线充分 
靠近 Cr。，％) 处作解的延展（由解的延 

展到无穷远的性质，延展下去是可能 

■ 

的），则延展后的积分曲线必过点 

PCtoOoK 否则，积分曲线将不连续). 

所以，此时过点尸 Or。，％) 的积分曲线有两条，即3^ = %与}= 
_y(x)， 这与解的唯一性相 矛盾. 因而得出： T。 不是有限值，必为 一oc 

或+°^ 




P 


Vo 


y = y{x) 


o 




X 


图 2. 2 


dy 


( 1一 y 1 2 3 ) e xy 的每一'个解的最大存在区间， 


例5讨论方程 

以及当^趋于这区间的两端点时解的性状. 

解 显然，函数 / 0r，30 = ( l — y ) e ^ 在全平面尺上连续可微， 
所以对任取的初始点（ I 。， ： y 。） ，方程满足初始条件^(^ 0 )=^0的解 
存在且唯一.可以验证，^=±1是方程的解. 

用直线>=一1，^=1为界将全平面尺分为三个区域进行讨 




dx 


论 


(1) 在区域 7? 1: - l <： y < l ，一 ooO <+ ⑺上，由于/(了，})> 

。，则对任意初始点^^乂尺”方程满足初始条件/^^^^的 
解）=〆：!：)单调增加，存在区向为（一 .当 

— 1为渐近线；当 I—+ oo 时，以 y==l 为渐近线. 

(2) 在区域尺 2: ： y > l ，一 oo < x < + oo 上，由于 /(. T ，： y )<0, 则 

对任意初始点(1。，：^。）6/? 2 ，方程满足初始条件^(了 ( )）=>的解3，= 
pOr) 单调减少，存在区间为（一^^十 00 )■当 
当 X— + °°时，以3 /== 1为渐近线. 

(3) 在区域私 ： 3/ < — 1， 

则对任意初始点0。，3^)6/? 3 ,方程满足初始条件:^0。）=> 的解: y 


— oo 时，以 




3^ = 


时， 〆 Cr )— 0 


> ^― * oo 


< j ：< + c > o 上，由于 /( X ， J )<0, 


—— oo 
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=炉0) 单调减少，存在区间为（一 oo , 

+ 00 ) •当 




时，以 — 1为渐 
近线；当: r — H - oo 时，0 (. r ) — — OO , 


2：—► — CXD 


/^2 


其积分曲线分布如图 2. 3所示 • 
如果 : y = fijr ) 是初值问题 y = 

/(x ， jy) ， : v ( 工 o) 

上的一个解，它不能再向左或向右延 
展，此时的解称为初值问题的一个饱 

和解 • 饱和解的定义区间称为它的 
(最大）存在区间.若 / Cr ， jO 定义在 

, b = + m ) ，则初值问题的饱和解 : y 

(/?=/；); 




X 


的定义在某区间 




— 1 


3 ; o 




图 2. 3 


a 


〈. r 〈6 , \y\ 〈00 (允许 

=_y Or ) 的存在区间 （《，/?) 必属于下列情形之一 ：（1) 

(2) «<“（^9<3)，但当 

例6设 /( r ，： y ) 与 /i O ，)，) 在带形域 /? :0^工< 卢， — oo <^ y<C 
+ oo 上连续，且对任何区间|>，幻50，/?)，存在财>0，使得|/；:(了， 

})|<从(“<1<卜一的<3；<十00).证明 ：方程 / =/( x ， 3 ，） 的每 

一个解的最大存在区间是 [ a #]. 

证 对于任意点（心，3^)6尺，由题设知，初值问题 y 

_ 

/(. roOo ^^ o )=3^0 的局部解存在且唯一 • 

因为对任意 e >0, 区间 |> + e ， 沒 _ e ] GU ，/?)， 由 

(x y y) G/?i = { |a+£<x</?—e ，一 oo<j；< + oo } ， 

fy (X ， 30 <M ， 

所以上满足李普希兹条件，即对任意 ( J ： ，^)， （ Jc ， jy 2 ) 
eR ” 有 


a — — oo 


a 




a 


( ， : r—) 时 ,[hn\yCx) | 






① 


I f(T ， y')—f (x ， 3 ; 2 > I ^M\y x —y 2 

对: r 6 [ a + e ,/3_ e ]， 作逐次迭代 

3^1 


0 


JT 


3^(^ 0)=^0 + /(€，3〜- i ( f )〉 df ， 々 = 2,3,…， 


X 


0 
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则由式①可得估计式 


) 71 —] 


M flX {x 


—X 


0 


%( 工）一％ — 1 ( 了 ） |< 


n ! 


所以> ( x ) 十^ (夕《 (工） 

敛级数.从而知连续函数列{%<>)}在[>+£，6— £ ]上一致收敛于 

初值问题的解〆 -r)， 即〆 .!•） 的定义区间为 [a + e，rt —e]. 当 e— 0 
时，: y(x) 的存在区间为 O, 沒). 

又由 / Cro ，) 在沢内的连续性知，当 
于有限值.在 i = 时对 〆 x ) 补充定义即知， 〆 . r ) 的最大存在区 

间为0，/?]. 

例7 设 / U ，_ y ) 在全平面上连续，且满足李普希兹条件 

\ f ( x , y ) — f ( x ^ y ) | ^ N \ y~y \ ， N >0. 证明： 

( 1 ) 初值问题 y = / ( x ， y ) sin 
( — 00 ，十 0 °) 上存在； 

(2) lim : y ,,0) = 0. 

"一 輅 + oo 

证 （1) gU . y ^^ fU^Osln 1在全平面上连续，且满足李 


] (了））是[>+£，6 — £]上的绝对一致收 


— J 


H — 


或 I — /? — 时，夕⑴趋 




•r 


(0) = 0 的解％ ( x ) 在 




n 


n 


普希兹条件 


\g(.r 9 y}—g(^jy) I/(x) —/O ， j ) 丨 ^：N |：y — ， 丨 . 

所以，由解的存在唯一性定理与延展定理知，上述初值问题存在唯 
一饱和解_^ = 3^0). 

用反证法证明解的最大存在区间 • 若％ 的最大存在区间为 

(0?， P ) ，/?〈 + 00_ 因为 ' 


y fl tz)— /( ，， 3^( ，）） sin — dt (x>0 )， 

J 0 n 

yn(^^ \^[ \f ( t * ⑴） — f (f ， 0) Ick+ f" |/(? ,0) \ dt 


故 


0 


0 


^ A / jy 5 Af \ y n it ) j 


a 
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则由贝尔曼 （Bellman) 不等式(设 / ⑴与〆 /) 在卢上非负连 

/(>)《(€ )df， 则有 /(/X々eJ 

J a 

❹'… • 于是，当 / T 时， U , (工 ） 丨不趋于正无穷，与饱和解存 
在的情形矛盾，所以/?=+的.类似可证 

(2) 对任意固定的( — 00，+00)，取万充分大，使 j 工 

则利用李普希兹条件易证 

I 

f(x,y /i (^))sin— ^ /(jr ? 0)sin — +JV| ： y"0)| sin — . 


续，且满足/(/)<々 + 




知， |： ys ,( x ) 


?1 


n 


71 


x 


x 


由于 sin — 


<二，得 


n 


n 


b,(x)|< N\yAt) \ - - 4 - I/a,0)1 - - dt 


n 


n 


o 


a 


B 2 


B 


<-m 2 +-n\ i^a)|d^ 

« « Jo 

|/ Cr ，0)|. 由上式与贝尔曼不等式可得 


其中 M 产 


max 


B 2 


B Z N /^ 


b „ Cr)|<-M 

当” —+ oo 时，有 U m I y tj (jr) I = 0. 


2 


e 


例 8 设线性方程:/ ~\~ p (. z')y = q ( jr ') ，/ >( jt ) ，g Cr ) 在区间 [ a ，6] 

上连续.证 明：线 性方程的任一解均在[〜幻上有定义. 

证因为 

/(X ， j0 = — Z>(o:)3/+(/(x )， fy (X ， j0 = — p(x) ? 

所以，当 ie [ a ，6 ]， |：y I <°° 时， \ f y ( xo ; ) I ^ 

例 6 知，方程的任一解均在区间 [«， 幻上存在. 

例9设 /(. ro ，) 在整个平面连续，且对3；满足局部李普希兹条 
件，如果下面条件之一 成立： 

(1) /( XJ ) 是有界的，即 3 M >0, 使得 Cr ，)0 e /? 2 , 有 |/ Cr ，)'）| 


| 夕 （ jc) | =N . 由 


max 

: rG [“，厶] 




(2) 对 VU ， j)e 尺 2 ,有 l /( D ) l < AM：H + C ， 其中 iV >0, 
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C>0 


dy 


则对方程 ，： V) 的任一解的最大存在区间为（一°°，+ 00 )- 


证 设夕=史(1)是初值问题^^ = /(.3：，30,3 ; (了。） == 1 3，。的解，最 

大存在区间为（《，/?).来证明 #=+co (同样可证 a=_oo). 

因为初值问题等价于积分方程 


P ( x ) = ^>0。） 十 / Cv ,^ CO ) d 、 s ’，( a ，/?) ， 


于是 i ^( x )|<|^ o )|+ f ( s ，< p ( s ) Hs ， (〜/?)• 

可以分两种情形用反钲法证明 • 

• (1) 设条件 （1) 成立，但^ < + oo, 则由式①知，对(X。，#)有 

I ^(^r) | ^ | (p(x 0 ) I + MKr~^o I ^ 1^(-To) I +M| 13—x 0 \ 

= M 】〈 + oo ， 

从而 : y = ^ Cr ) 是有界的，这与定理 2*3(2) 矛盾. 所以，必有卢= 


① 


十 


(2) 设条件 (2) 成立，但 /?< + oo, 则由 （1) 知，对 Cr。，/?) 有 


I^(x)|<|^x 0 )j+ (AM 炉 G ) 丨 +C)d5 


由格隆威尔 （Gronwall) 不等式，对(X。，沒)有 

I^U)|<(i9>(x 0 )H-C|/?-x 0 |)eJ 

<(^( x 0 )+ Cj /3- xoi ) e N | ^ t - M 2 < + oo , 

从而 y = 在(: r。，/?) 上是有界的 ♦ 这与定理 2. 3(2) 矛盾. 所以， 

必有芦= + oo 4 

(注格隆威尔不等式即贝尔曼不等式，详见本章第三节 


Nds 


例1, ) 


<^y 


siny 

+7+1 


的任一解的存在区间 


例10 证明： 微分方程# = 
为（― oo , + oo )* 
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证证法一显然一=抓(” = 0，±1，±2)是方程的解，且存 

在区间为（一 oo ，+ oo ). 又函数 /( X ， y ) = 


^ny 

f + y +1 


在全平面满足 


解的存在性和唯一性定理及解的延展定理的条件，故对一切 x 。 和 


存在某个《 = ， 使得〜 TT <： Vo < +1 )7 T _ 由解的延展定理 


知，过点 Cr 。，％) 的积分曲线可以左右 延展； 又由解的存在与唯一 

I 

与尸（” 。+ 1 )丌.所 


性定理知，该积汾曲线不可能超过直线^ = 

以，方程满足初值条件^、，3；。的解的存在区间为（一 09 ,十 oo ). 于 

是，方程的任一"解的存在区间为 C 一 °°，+°° )* 


smy 

^ TyT ! 


满足解的存在性与唯一^ 


证法二设函数 / Cr ， 3 ，) 


sin 夕 

x 2 + y+i 


性定理及解的延展定理条件，则由于一 


< 1 ，将原方 




dy 


1进行比较，由第一比较定理可知，对任 

的解在其存在区间上有 

jyo —（工 一： To )<： V (了）〈）0+ ( 工一, r 0 ) ， x ^ x Q ? 

yo~\r (.x — x 0 ) <iy ( x ) < C ^ ; o — (^' — 了 o ) ， 

即原方程满足初值条件^(.^)=>的解都在直线 

: y = )〜+ (工 一.〜） 

之间.由解的存在性和唯一性定理及解的延展定理知，的 
解向两侧延展并无限远离原点，所以，任一解的存在区间为（一00, 


-rr-t I—^ > * -rr-t 

与方 




dx 


dx 


方程满足初值条件 〆 .〜) 


意的 




工 o ， 




X ^ T 0 , 


3 , = 3 ! o~ Cnc — To) 


+ 


例 11 设 /( r ， x 。) 是全平面上的连续函数，/(/，^)二0, 求证: 
若方程 ¥ = /(~ i ) 的非常数解^ =汾）当4时趋于 々，则 ~为非 


dt 


有限数 


，则 


证用反 证法.假设& 为有限数，并设‘且 〆 
.r = ^ U ) 是下列初值问题 的解： 




Xi 


d*r 


^：=fH 


( z , )=^! ， 
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且有 lini ^ C ^) = Xq * 由的连续性知， = x 。. 又因为 /( hx 。） = 




0 


dx 


是；^=/(~1)的常数解 • 

另一方面，由于 /( n ) 在全平面连续可微，故在 Q ，： C 。） 附近， 

方程 _=/(/,了） 的解存在且唯一，即至少在 k — 为适当 


0,所以 


X = X 0 


小的数，且 A > o ) 时，局部的解是存在且唯 一的. 但现在过(/，^)有 
两 个解： 


= 沪 (/) , t 0 — h^t^t 0 -\-h , 

所以，由解的唯一性知，应有 〆 。^^，斤匕一力山十/^而这又与 

〆 /)是非常数解矛盾.从而 知&必 为非有限数. 


JO = X 


X 


0 ? 




X 


例 12 指出方程 # = (1 —. r 2 ) e 〃 2 的每一个解的最大存在区间 

以及当 f 趋于这区间两端点时解的性态. 

(1) 显见: r ^ l 是方程的一个解，它的最大存在区间是 


， + 00 ) 


(— 


oo 


djr 


? 


(2) 原方程可改写为：^^ =，&，两端分别关于 u 积分，得 

丄 —X 


dx 


T 


ck 


Lt 


C 


1 — JO 2 


X 


0 


0 


( i ) 当 kj<l 时，因为 X '>0, 所以 .r 单调增加.此时在带状区 
域 k | <1中讨论问题可知，因为 lim 1 ⑴存在（记为々） ， lim xCt ) 

^ ---^ ■»! I OO / — • """ oo 

存在（记为 A )， 且:又注意到当 Or 。 时，有 


dt<i 一 e f 


tor 


o 


C 


o 


0 


+ 00 的极限，有 J 


2 


+ oo ，即 


显然 ，取/ 


0 


ae 


d 令 


.r{/) 


.r 


+ oo, 


lim 






o 1 -孑 2 

则必有 j : 2 ==1. 从而，积分曲线在 》—+°° 时，有渐近线 1=1. 而在 
t<to 情形，有 


l-e 


X 


JT 


0 
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■ 


de 




lim 


1^ = hm 


， 


sx 


e 


+ 






0 


0 


， r i d 夯 


> 


ids , 


e 


0 1 — f 2 J / 0 


J B 


2 


(1 + X !) (1 — X 0 ) 
(1 — ^Ti ) ( 1 + X 0 ) 


/ T 

e o i 

> — "IT 


积分可得 


In 




def 


2 eV r i 


若记 r = 


，则上式为 

(1+.^)(1— Xq ) 

(1— X ])( H - X 0 ) 

(1 — Xq) + ( 1 — X 0 ).Ti^> pCl~\~X 0 ^ — />(l+x 0 )x 1 » 
[(1 — ^o) "h/>(H~^o)]xi>/)(l+.r 0 ) — (1 — x 0 ) ， 

/ >(1+ 工 O ) — (1 —丁0) 

(1 一工 0) +/>(1 +义0)* 


x\ 


>e f =p => 0</)<1 ， 


得 


即 


所以 


X ]〉 


从而证明 


j>(l H~Xq) — (1 — 工 0 ) 

/ >( 1 H-X 0 ) + (1 一 JT 0 ) 


〉 ~ ' 1 


上式等价于 


/) (1+ Xq ) — (1 — Xo )> — 户 （1 十工0) — (1 —了0)， 

2 户（ 1 + 工 0 )> 0 * 

时，积分曲线有渐近线 


即 


因此:*：。>工1> —1,当广 

此时，解的最大存在区间是（一 oo ， + OQ )* 

( ii ) 当 心>1 时，积分曲线必在半平面 1>1 内.因为时， 


—► — oo 


d 芝 


T ( t ) 


( ' Ma >0, 又因/⑴<0,所以 I ⑴单调减少，由 


只〉 0 , 


S\T 


e 


,r 


0 


0 


得1<1了（广 X ： To - 由于 




t (0 


( i ) 


ds ， 


lim 


sx 


e 




，r 


0 


0 


若记 lim xiO = 

r-^ + oo 


，则有 


X 




'2 


(a) 


ds = + oo 


ds ^> 


S 


SJ ： 


e 


e 




2 


x 


0 


0 
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(1 +.^2)(1 


— .X 


0 


所以 In 


+ cx 3, gp X2 = i . 于是，积分曲线当 




(1 


)(l+x 0 ) 

i 。 时，由 X 。单调减少趋于 l ( f — 十°°时〉；当 if < r 0 时，记 lim jr ( t ) = 


— x 


2 


-►一 00 


，得 


臀 


了 1 


1 d $ 




x 


e o 


0 


(0 cb < 


° ds = —— 


SJ' 


e 


e 


jr 




0 


0 


0 


0 


(1 +1!* ) (1 — :(,) 

(1— O ( l + Xo ) 

(1+工1* )(1 —工0) 

ri -^ r )( i + x 0 ) 

(1 — X 0 ) +X, (1 +.r 0 )> (1 + X 0 )》 一 (1 +J ： o)^ 

(卜工；<0) 

[(1 — Xo ) + (1 4~ Xo ) p~]x\ 〉（ l+ ： To)/> — ( 1 X o ) ， 

( l + x 0 )?— (1 


由于 


In 


< — r ， 


即 


< e —’ =/>， 


有 




工 1 ， 


—X 


0 


所以 


x{> 


^>x 


0 


(1 十 *^0)/^ + (1 _ 了0) 


—1 


X 


0 


(1— 工。）+ (1+1 0 )/>〉0，即夕> 


+ 1 


X 


0 


(1 + 工 r )o 0 —1) 

or — i )( x 0 + i ) ’ 

U {-1) 


因为 


P> 




.r 


0 


所以 


p> 


另一方面，因为 d > i ， 所以 

(/ > — 1 ) + x 0 (/) + l ) X /> + l ): r 0 +:^(/> — 1) ， 


(1+工 0 ) 户 一 (1 —工 0) 

K|J (1 +々)/)+ (1- X 0 ) 

故当卜 O 。 时，积分曲线由1。开始单调增加，并趋于<.综上所述， 
此时解的最大存在区间是（一 00 ，+°°)_ 


> x 0 


( Hi ) 当: ToC — 1时，积分曲线必在半平面 X < — 1上.当 

+ oo 是不可能的，因为若+ °°， 


0 


时 ， Y (/)<0， xG ) 单调减少 


( 0 cU> 


e s ds = +oo ；但若 lim .r ⑴ = jt 2 ，贝 !j : r z == — 00 或 


则 


SX 


e 


0 


0 
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. r 2 > — cx 3, 它们均不可能 • 这说明当 / — G 时（0< + 00)^(/) 


x(t) 


) d 5, 


T^F d 卜 1 im 


lim 


e 




t ■叫 


T 


0 


0 


de 


(0 


ds ， 


s.r 


e 


i —^ 


^ 0 


0 


J 


— 1 


x 


2 


0 




即 


In 


e 


+ 1 


X 


0 


0 


而当? <& 时 ，/⑴ <0，. r ⑴单调减少，即 x ⑴沿小于 


故0<十 

t , ^ t 减小的方向单调增加.设 limx ( r )=， r 2 ，则有 


一 oo 




■r ⑴ 


— co 


— oo 


2 


2 


(.() 


lim 


dv 〉 


e ' ; r ° d ^ 


sr 


e 


1 -c 


0 


0 


0 


—— co 


e K ds = + oo, 


> 


0 


1 , (1+ 而 ）（1—1 0 ) 

: n ( l -. r 】）( l + A ) 

时，积分曲线有渐近线1=一1.综上所 


从而有 


oo 


故^1 = _ 1*因此，当, 

述可知，在//:。<一1的情形中，解的最大存在区间为（一〜山）. 


例 13 设 / U ) 在上连续，尺(以)在上连续，试用 

逐次逼近法证明伏尔特拉 （ Vohcrra ) 积分方程 


① 


(/)=/(，）+ K (t ， s)x(s)ds 


JC 


0 


的解在?>0上存在且唯一. 

证 解的整体存在性可分五步进行. 

(1) 对任意了>0,证明题给方程的解在[0，了]上存在_对 re 
[0,了]，构造逐次逼近 序列： 

•To ⑴ =/(0 j 

‘3^ (f ) ==/"(^)十 f K(t , s ) xois)ds •, 


0 


⑴ =/(，）+ K(t (s)ds. 




n 


0 
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此序列不仅有定义，且每个函数 心⑴ （々=1,2 ，…）在 [0 ，7’] 上连续. 

(2) 证明函数项级数 

⑴+ [々（，） 


⑴] +…十[了"（/) 

是受一 个收敛的数项级数“强控制”的，从而函数序列 U〆 /) 4 = 
0, 1，2，"*}是一致收敛的，并记其极限函数为 〆 /)，则 W /) 也是 

[ u ， r ] 上的连续 函数. 再记 


!⑴]+ 


r 


— x 


— x 


« * * 


n — 


K (t I ~N 


max /(/) =M ， 


max 


/ 6 〔0 .7] 


因为 


|. r 0 (/) !<!/(/) i < M , 

I .r t (/) — A (/)|<f \K(t,s) \ LroCOl ds^MNt ， 


0 


2 


⑴ 一 (,) j < \K(t 9 s) I \x 1 (s) — x 0 (s) \ds^MA^ 2 — ， 


0 


n 


设 


j 了"⑴一 


“zXAW” 一， 

n \ 

it) |^| I K (z ,.v) I |x” （ 5) — .TV-i (5) I cLv 


JC f 




则 


A+l ⑴ 


— X 


n 


0 


+ 1 




"十 1 


<M7V 


O 十 1)! 


由数学归纳法，得 

丨 + | 工々 (/0 - jo 一 〗(，) | (NO 

^ =1 A— Q 

因此，存在 [ o ， t ] 上的连续函数 〆 /), 使得当 K [ o ， r ] 时，函数序列 
{; (/) ，《 = 0，1，2，… } 一致收敛于 fiO ("— + 00 )， 

(3) 证明极限函数在[0，了]上满足题给方程.因为 


<Me A7 '< + 


灸！ 


x 7 , (/) =f(t')~\r K (s^ds 


0 


将上式两端取极限〃―+…，得 


< p ( t )= f ( t ) +J K ( t ， s 、< pLs)ds 

这里积分号下可以取极限是因为，对于 56[0，^| G [0,7']， 

致收敛于# .<0. 

(4) 证明在 [0， T ] 上，题给方程的解是唯一的.设有两个解 


.r 


1 V- 


t\ 
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< p ( t ) 与 ( pit ) ，令 yit ) = cp (0 — ipit ) ，显然有 

y (0— f K (t ^ s ) y ( s)ds 


iS u (0~ 1)(，）j ，则有 


UXN \ u ( s)ds 


u 


I w (5) dv ， 则有 t ；(0) = 0， i ；( r ) X )， 且 

v (t) = u.{tXNv(t) ， 

r it ) — Nv { t、《Q 或 ^：[ e - A / x ； ⑴] = 0. 

G )< e -〜 (0) = 0， 

即综上所述可知⑴= 0,于是 〆 ?）^ o , 即在 K [0，: r ] 

_ 

上， < p ( t )=< p (0 ，知解唯一 

(5) 由: T 的任意性知，题给方程的解在上存在且唯一. 
直接证明只要利用 [ o ，： T ] G [ o , ⑺）， T 是任意的，即可证出 • 


0 


即 


V 


一 Nt 


e 


v 


第三节解对初值的连续依赖性 


主要内容 


dy 


1. 定义 2.1 设初值问题 g=/u ， 3 ； ) ， yu ； )=3^ 的解 }= 

) 在区间[«，幻上存在.如果对于任意 e >0, 存在 
)>0,使得对于满足 k 。一 W 丨 — <丨 <5的一 

= / CTfy ) fyCTo )= yo 的解 ，： ya ) 


<P ( 工， 工 (r ， 

SCe^To 


长 






切 Crn，：^>) ，初值问题 
都在 [a，6] 上存在，且有 

\^tx^x 0 ^yo^~9^ T ^ x o iyo ) l<e，^6 [a ,5 


X 


dy 


f ( xry ), y ( x 0 )= yo 的解: v =〆 X ， Xo ， 夕 o) 在点 


则称初值问题 




dx 
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)连 续依赖于初值 
2. 贝尔曼引理 设 〆 ^)为区间[«，6]上非负的连续函数， 
。<6.若存在使得 〆 x ) 满足不等式 

y ( r)dT , ，办]， 


(x 


?3 ; o 


,3^ 


o 


X 


0 


则 〆 I ) 就满足不等式 


_y(xX 々 e Kl 一’ 0) ， [a ，△] 


3_ 定理 2 , 4 ( 解对初值连续依赖性定理）设 / Cr ， 3 0 在区域 D 
内连续，且关于^满足李普希兹条件.如果 （w 

y =/( 工， y) ， 3^( ‘: rj ) 

Cr ^( x , x ； ，: y ^)) eD ， 则对任意£>0,存在^>0,使对于满足 

Uo — 工 0 * |<汐， 1^0 —3^0* 

的任意 Oo ，： V 。） ，初值问题 y =/( x ， 30 ，： y ( x 。） 的解3，= 〆 ^ 

J 。） 也在区间 [ a ，6] 上有定义，且有 

\< p ( x , jr 0 ^ y {) ) — ( p ( 

4. 解对初值及参数的连续依赖性定理 设 / Cr ， j ， A)e 
C ( A )， 且在 A 内关于^满足局部李普希兹条件，则对任意 

(:*7。，夕。，/0 6 Ai ， 含参数 A 的初值问题 y =/ Cr ，_ y ， A ) ，: y (. r 。） 

在唯 一 的饱和解: V = A ) ， 它的最大存在区间为 ( a ( jT 0 ? 

3 ^o y r o ， A )) ，且 平、工 ，^'。，， A ) 作为 i ，工。， J 7 。 ， A 的函数在 a 

内连续.其中 


) GD ， 初值问题 

) ，且当 a 时， 


O 7 o 


有解 y = < p ( 




yo 


T f JT 0 ?jy 0 


，了0， 


)I <e 


了，了 o j 


存 




: Vo 


O x ^： { ( x ，: r 0 ,3； 0 . A ) |。0 0 ,3/ 0 ，又）<工</^(工0，》0，又）， （ x 0 ，： yD ， A ) 6 D ] 


疑难解析 


怎样理解解对初值的连续依赖性？ 

答 因为在一般情形，把初值点 Cr 。，％) 视为固定的，然后研 

究微分方程经过初值点 Cr 。，^) 的解.显然，当初值点（.〜，>)发生 
变动时，微分方程的解也会随 A 和> 的变动而变动，所以，可将微 
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分方程的解看作初值点 ( A ,>) 的函数.解对初值的连续依赖性说 
明，在一定条件下，当初值点 （. r 。，％) 的变动不大时，初值问题的解 

具有连续依赖性.但是，应该认识到，解在有限闭区间上对初值的 
连续依赖性不能推出解在无限区间上对初值的连续依赖性.后一 
问题将在第五章稳定性理论中予以讨论. 


方法、技巧与典型例题分析 


例1设与/⑴是区间 [& A ] 上的非负连续函数，且满足 


<pCs)f(s)ds, 


其中 A /， K 是正常数， 证明： 在区间山]上，不等式 


成立- 


证对于。川]，令 


V(t)=M-^K <p(s)f(s)ds, 


于是 又 


dV 




由题设知/⑴非负，从而有 


dV 


~^ KV ( Of ( t ) 

注意到 


J f o ， 


将上式两端乘以 

K f ( s^ds 


C 


dV 


K 5 f is yds — 
J r i ) — 


>a 


石 [y(，)e 


一， 


~KV(r)/a)e 


dt 


就得到 


d 


叶 /(' 仙] <0 


Lva ) 


dt 


从〜到 / 进行积分，得 
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/ ⑴ d 
」o 


VQ)e 






VCO^Me-^io 

此式称为格隆威尔 - 贝尔曼不等式 . 

当从= 0时，由 < p { t )^ Mc K \ lt 
便地证明解的唯一性 . 

例 2 设 :?: = 〆/ ， X 。， } 。）， 3 7 = 9^ ， 1 。， jO 是方程组 


f\s)i\s 


即 


f(^\s 


得知纟）三 0 . 利用它可以更方 


0 


djr 


■57= W ， 


① 


dy 


2^=-y 


dt 


的解，且满足条件 〆 1;A,3 ，。） 

式讨论解对初值的连续依赖性 - 


0(1 ， : V 。） =3 ^，试从解的表达 




』 'o ， 


由式①的第二式可得特解 :0 ，将其代入式①的第 一 

0)=/ 3 /3 


式，解得 x = ， V3+C\ 又由％ = 0, 得 0G ， 

+ x 。 一 1/3. 显然，此时的解都是、 r 。，％ 的连续函数 


0) 三 0 ， 〆 /， 


/r 


JT 


0 f 


设 J 关 0, 则由式①的第二式解得 


代人式①的第 


t + C / 


式，得 


d.r 


d / = / Tc ； r+/ 


cl/ 


解得 


dt 


广 e—J/"TT ： 


.x =eu 


[ C 2+ J (^" Tc ；) d '_ 


=(/+Ci) 


C ? 


2C X 


dt 


= (/+C】） 2 C 2 + 1 + 


a+c ,) 2 t+c x 

M 

ZCJnCi+C!) 


C\ 


( f + O 2 C 2 +/ 




f + c \ 

再将初始条件〜代入 I 与 : v 的表达式，则由 


=> C Y = — ■ — 1 ， 


^0 = 


c \ + l 


3 ; o 
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2^ 


0 


得 


， X 0 ， JVo) = 






^+2/^o — 1 2^~y 0 (t— 1)' 

-2^111(1+^) 


C ? 


又由 


= (1+Ci ) 2 C 2 +1 — 


1 + c \ 

: y 0 (2/ ： yo _ 1) 


2 




In 


+ 2 1 - 


1 




3 ; o 


^0 


y 0 ( 2 / y 0 — l ) 


解得 C 2 = 0 严 0 +1 + 


+ 2 —-1 In — 


4 


3 ; o 




于是 


沪 ( ，， JT 0 ，）, 0 ) 




X 


Ci 


-a+Cj ) 2 c 2 ^t- 


-2^111(1+^) 


t~\~C x 

由 < p ( t , a : 0 , : y Q ) 与 0 (^， X 。， Jo ) 的表达式显见 9 (“ 工 a ，： V 。） 与 


， jr 。，^) 关于 1。，3^ 连续 
例3设有积分方程 


b 


① 


^( x )=/( jt)+AJ K (. r ， r ) 9 ?( r ) dr ， 

其中 /(. r ) 是 [ a ，6] 上的连续函数， KU ， r ：^«<. z <~ a < z <6 上 

的已知连续函数.证 明：当 | A | 足够小时 U 是常数），方程①在 
[« 4] 上存在唯一的连续解. 

证 （1) 先证解的存在性. 

作逐步逼近函数序列 

只 ) （ X) =/ (JT) ， 


/； 


<p rt+1 (^:) = /(jt) + Aj K ^r)<p n (r)dr y 

如果在某一步有科 +1 Cr ) 二科 Cr )， 则此科 Gr ) 即为方程①的解.否 

则，继续下去，可以证明 {^ Cr )} 在 [ a ，6] 上一致收敛.事实上，因为 

/(X) 在 [a ，幻上 连续，所以有 M = 

域尺： 上连续，所以有 iV= max 

而，对一切〃，外 +1 0)均为[>，6]上的连续函数.考虑级数 

■ oo 

卞― ] (，: C)] ， 


” = 0，1，2, 


j / Cr )|. 又因为尺 ( x ，0 在 


max 

[tf ,厶] 


K ( x ， Oj . 从 


② 
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其部分和为 


^(^) + ) — ^-1 ( 工） ]= 科（工 ）. 

f-1 

因为 I 奶 (X) — 9%(x) \^\X\N(h—a)M ^ 工 6[ 。， 6 ]， 

I 妗（ : r)— 沿 （ x)|<jA! f |K( ， r ， e)| I 仍 U)— 砰 Cr)|d 

J a 

^M[A\ 2 N 2 {b-a) 

\%M- 抖 — ！ U) I<M|A| fl N ft (b-a)% 

1 妗 + 】 Gr)— 蚪 Cr) 1 <M I ( 办一 a ) 

故由数学归纳法知，对一切自然数/，都有 

I 只 （ x) — \ (x) I IA 卜 TV’（6 — a)\ 

oo 

当 Ul 足够小时(如使 U 7 VG — a )|< i 时），级数 — 

， =1 

显然收敛.由 M - 判别法知，级数②在上一致收敛，可记 
^( x ) = lim ^(- r )* 再由蚪 ( x ) 的连续性知 ， p ( x ) 在上连续， 

^-►oo 

又尺 Cr ， f ) 在及上连续，故可在积分号下取极限，即 

limyii (^) =/( x ) +^f ^( x ? f ) lim ^ r - i(Odf ， 


x 


2 


设 


所以 


/，+ l 


a 


b 


得 


^( x )=/( x)+A Kix 


从而，知 〆 o ：) 为原方程的解. 

(2) 再证解的唯一性. 

设 〆 d 是原方程的解，则有 

^(j ： )=/Cx) +A| K ix 


6 


^ A —max I < p ( x ) — ip ( x ) | ，则有 

|^Cr)-0(^)i<|A| Pi 尺 Or 彳 ）I \ <p(0 \ de<\A\NA(b-a), 


h 


f ( p (^) —| d<f 


于是|炉(1 )—〆 


x 


<Ui N\X\NA(h-a)d$^\A\ 2 N 2 A(b-a) 
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4 


* 




如此反复代入，递推可得 


| ( p { x ) — ip { x ) \ ^ | A | N f, A {h — a ) 

对一切自然数"成立.但 U (/;— «)川<1，所以斤0 

)时，有 


(当 


n—^o<o 


< p { x ) = ip { T ). 

综上所述可知，当 I A| 足够小时 | 如 | A| < 
在 [ 〃 ， &] 上存在唯一 * 解 . 


时 j 方程① 


N ( h - a ) 


第四节解对初值的可微性 


主要内容 


1. 定理 2.5( 解对初值的可微性）如果函数 /( m ) 以及 
/(, O ， jv) 在区域 D 内连续，则初值问题 y =/(.r，：y ) o»(.r。） 

3〜)作为的函数，在它有定义的范围内有连续偏 


的 




汐0 


解# 


X ? 了 0 ， 


导数 籽，# 

r?_y 0 3‘r 

2. 定义 2.2 如果对于满足 GCCCQ 的任意 C 1 ， 函数 j = 

V?(.r ， C) 是方程 y ' = fir , y ) ， O ，)，）6 G 的解，且: y = 史(了 ， C ) 的曲线 

在区域 G 内； 又对于任意点 （.r 。 0 ，c) € G ，存在 C: C 。 < C < C 】，使得 
解 95(.3"， C) 满足初始条件 3，(.ro) = ：y。， 则称含有任意常数 c 的函 

数）， == pCz _， C ) 是在区域 G 上的通解. 


0 


疑难解析 


什么是变分方程？ 

答若 /(.^)，/：, 0 , 30 在區域/) 内连续，则对任意点 

( x 0 , 3 , o ) G D ， 初值问题 y =/ ( x ，3，） ，: yCr 。） = >存在唯一的饱和解 
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90 ，工。， 3 ，())在^ 2 内连续可微，其中 

{ (u 0 ， j 0 ) \a(x 0 O,o) 〈， r</?(. ： r 0 ， )/ 0 ) ， (x 09 y 0 ) D} 






^ f(.r ， x 0 O , 0 〉 d < p{jr ^ r K) o'o ) 

^y 


分别满足下列初值问题 

dz sf tr,<p(:r,x {i ,y 0 )') 


且 


^ JT 


0 


0 


z 


d.r 




y ( x 0? 3 f o ) ^ 

dz a/( jt , <f(T,x 0 ,y 0 )) 


( Jf : 






0 


% 


d.r 


3 y 


c ( jr 0 ) = — 1 ， 


dz 


dj ; 


方程忘 = /;(. r，〆 

pCr ， x 。 ， y 。） 的变分方程 


V )、 z 称为方程 


= /(:，.， ） f ) 对解 


x ^ X(> ^ 


djr 


方法、技巧与典型例题分析 


本节要求正确地理解定理，掌握利用定理与公式求解一 •些简 


单问题 


例1若线性方程：/ - {~ p ( x ) y ^ O 满足初始条件的 
解为7(^，.7：。，>)，不解方程，直接求出 


^y(jr 9 jr 09 y 0 ) Bytr.x^jy^ ) 


3 x 




o 


则由解对初值的微商公式 


--1-4 xO JiL* f 

方程写为 : V 






3(p(x ,x 0 ,y 0 ) 


: r,' 1 0.)0) ) d 


① 


= ej- 


0 


办 0 


v r 0 ,3 ; o ) 


J ： 


Jl (r^<r*.r 0 ^y 0 ) )dr 


② 


— f ( 


3 ; o> G 




•r 




0 ■ 


0 ， 


dx 


0 


3y(x,x 0J y 0 ) 


X 


p(r)dr 


直接得 


= ^(^ 0 ) 3 ^^ 


0 


( It 


0 


> r o ) 


Dy( :r 


，工 0 ， 


■ P(t)c\t 


— c 


0 




0 
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例 2 若线性方程：/+/?(1)3^ = 9(0')满足初始条件}(10) = 3 ; (> 
的解为:^(工，^。，3；。），不解方程，直接求出 

办（工，工 0 ,3\>) dy(x y x 0J y 0 ) 


3x 


办0 


0 


因为 y = —/ >( x )： y + g (： r ) ，则由式①与式②得 

= Lp (20)3^ —9(,A)]e 


9y{j ： ,x 0 ,y 0 ^ 

9 jo 0 


户 ⑺ dr 




0 


I 




/>(r)dr 


=e 


x 


0 


办0 


例 3 设给定方程 y = sin ( x )， A ) ，求 

dy { x , x 0 , y 0 ^ X ) 


dy ( x , x Q ^ y Q , X ) 


3 y ( x $ x 0 ^ y 0$ X ) 


o =0 


= 0 


dX 




3 y 


x~x 




X 


0 


0 


0 


0 


= 0 


= 0 




^0 


: y =: v 0 


当 / Cr ，^， A ) 在 D 上存在且连续时，初值问题 y =/( x ， 3 ；， 

A ) , yCT 0 )= y 0 的解3/=3^0，.2：。0，。，；0对参数与初值有连续的偏导 

数，且 


dy(xjX 0 ,y 0 ,A) 


, A ) eI^o 


f(T. 


,A)dr 


—一 fix 


X 


0?0 


o ， jy () 


V 


dX 


0 


dy(x^j ： 0 ,y 0 ,A) 


f y iT ' r 0 


)v A ) 扣 

， 


= eJ ^ 0 




0 


办（•: t ， x 0 ,3/ 0 ， A ) 


T 


々 （ r .^o 


A)dr 


/{ Cr 9 x 09 y 0 fX ) 


y 




0 


=e 


X 


0 ■ 


dX 


X 


0 


fix ^yjX)— sin ixyX ) ， 


e 


因为 


/^(x>^,A)=xAcos(xyA) , f[ ix^y^X) — xycosixyX) ^ 

/( x ，： y ， A ) 与忍0|：， 1 >;，；0在全平面连续，故可直接应用公式得 

dy(x ^T 0J y 0f X) 


yxo,o ， A 〉 = o, 


0, 




= 0 


dx 


^0 


0 


= 0 


^0 


办 O ， x 0 ， y 0 ， A ) 


prcosCr'Y(r,0,0, A) )dr 




r A = 0 


3 y 


0 


0 


y^-o 


o 
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Arcos(r * 0, A)dr_ 

— 6 


Arclr 


Xr / 


0 


0 


=e 


=e 


3y(x 


yo » 


，工 0 ， 


At(\t 


Ardr 


xycosCr^ 0, A)dre 


0 


6 


o 


0 = ° 


BA 


0 


^0 


A 


;Ardr 


o • e - K Ardr = 0. 

例 4 若方程 y =/(. r ， 30 的右端函数是连续可微的，证明 


=e 


dcp{xjX 0 ^y 0 ) dcpjx 

dx 0 


3 ; o) 


^0 ， 


f ( 工 o ， ）’o ) " — 0 ， 




0 


其中 : y = 〆 工，丈。，3^))是方程 y ， yOr 0 )=3/。 的解. 

证 因为:^9^，工。，：^)是 ^，： V 的连续函数且可微，则由解的 
唯一性知，由初值确定的积分曲线经过点 （•r。，％)， 所以有％ = 
( p { x 0 , x , y ). 即从方程可以唯一地解出初值 j 。， 而且 

右端有对 Ay 的连续偏导数.积分曲线:^。= _>。，.2：，30可视作方程 

的解所确定的隐函数，以少。=^0：。，1，30代人 y=pCr,:r。 ，％)中，即 
得关于工。的恒等式*将 : y = 9?( x ，： ro ，： vci ) S ： r 。 求导，得 


却 ( 工，工 0 ，） 0 ), d(p{x,x Q ^yo)d(p{x OJ x y y) 


= 0 


djc 


dx 


办 0 


0 


0 


d<p(x 0 ,x,y) 


由于 


三 /(x 0 , 3 ； 0 )， 


dx 


0 


所以，证得 




^ o ) !却(工，了 0 ，）， 0 ) 


，， 


/(x 0 ^o)=0 


3 jo 




0 


例 S 对第三节例1分别从变分方程组及解的表达式求出 

d^piX ， 3 ， 2 ) 


3 y 


0 


(1) 一般的变分方程组为 

dz x df' 

dt 3r 


■( ，，炉 （ Z ， 工 o ，： Vo ) ， 0 (亡，工 0 , 50))21 


df l 


+ ,<pit ^x 0 ^y 0 ) ，必 （ f ，工 0 ， ： y 0 )) 之 2 ， 


3y 


dz 2 = df t 
dt dx 


(f ， fit ， x 0 ， Jo ) ，， X 0 ， 3； 0 ) ) q 
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af 2 


3^ o ) 


) n ) )C 




: r 


.r 


0 ?> 






dip 


dcp 


其中 


( t ，』.(”、’()） ， 


^ ~ (^f 7 jr {} y 0 ) ， 


^2 = 


2： 








/ i =^+?% j \ = 


— ^ ry ， 


则问题归结为 求解下 述方程组的初值问题 


dz 




— ip ( t^T 


(> O 』。 


dt 


♦■v 


① 


-i- <p( t ， 


3 ; o ) - 


■r 0 ， 


2 ? 


t ^\-2/ y (i — l 


dz . 


② 


) n ) 


<p(t ， 




X 




t ^2/ y 0 — 1 


dt 


，二！ =0, 


文 1 


4 


由式②解得 


" yl(t J r2/y { , — \) 1 

代人式①得未知函数 A 的一阶方程的初值问题 


dZy 




4' ^( t ， 


o，() 


^ o (/ + 2 Avo — I ) 2 ’ 


df ^ + 2/3 ; u — 1 


之 i 


解得 ：i ( Z ，3， 2) 


t H - 1 


々，3 ， 2) 






) 0 (5 + 2/)v—l) 2 


3 ; o 


0 


4 


ds 


X 


(.v + 2/^o—1) 2 3 ; o 

I 

(s -\- 2^ -jds = t 2 


~ + ^ d . 


s 


s 


s 


In/ - h2 —t z \nt-\^2t l — 2^ 


2 


(2) 直接对解的表达式求导，得 


印 O ， JT 0 ，）' u ) 




0 


0 


0 


C ? 


dC , 


ZC^lnG+C]) 




3 + (/+ G ) 2 


= 2 (/ -f C !) 






t + C , 


(j 


0 


■—2 


，,0 
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Hr ] ' 

21 n ( Cl _ K )+ rp ^] 忒卜 


dC , 


rlC 2 


2 C , 




t +Cj ( 广 + C\) 2 」 dj’ t 


.--3 




0 


0 


^ 0 


3 C 2 


2 \nt 


t c 2 


3 +, 


+ / 






,r 


Dy 


0 


fi 


ft 


)■，_ 2 


: 


)_G 


0 


= — 2，+， 2 (2 + lnf) = f 2 lnf+ 2f (f — D* 

下面介绍一些常见形式的偏微分公式. 

若线性方程 y + Mx )_ y =0 的满足初始条件 J ( x 0 ) 
p (. r ， x 0 ,3^>) ，则 


的解为 




3 ; o 


D ( p ( jr , x 0 , y 0 ) 


x 


pit)dt 


^ pix ^ y^e 


X 


0 


<9 jt 


0 


① 


和 O ， x 0 ， jy 0 ) 


^ 户 U)fl/ 


=e 


0 


dy 


0 


若线性方程 y + y >( x ) j = 7 (/ r ) 的满足初始条件 〆 的 

Jo ) ，则 


解为扒 


^ 9 ^0， 


♦( U 0 ，）， 0 ) 


, f > U)(U 


Lp(^o)yo—<j(^o)l 


e 


2 


0 




o 


② 


却 ( u 0 f y 0 ) 




pUh\t 


=e 


jr 


n 




0 


若黎卡提方程/=/>(工)父+7(1)3； + /-00满足初始条件 〆 ^) 
= 的解为 pCr ， . r。 ，: Vo ) ，则有 


3( p { xj . z 0 f y 0 ) 


—p (: r u )yl — q(xu )^o 一 r () 


d:t 


o 


x 0^ y=v o 


.r — 


印(工，工 o ，） o ) 




0 


y-^y 0 


■^o 




— y =0 的满足初始条 

的连续性，并求出 


>) 是方程— 


例6设沪 ( 


XS1I1 — 


X y 0， 


X 


件 〆 工。 ，. r 。，： y 。） = 3〜的解，讨论解对初值 


» yo 

r 7 jC ?( U 0 , jo ) 


却(工， X 0 ，） 0 ) 




Dx 


0 


0 


j — .r 


.r=jr 


0 


0 


夕 3 ; 


0,则由式①得 


将方程化为 y — sin 


x 


X 
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3(p(x jj ： 09 y 0 ) 


， : y 0 


d.Z 


X 


X 


0 


0 


0 


JT—.Z 


0 


3(fix,x 0 ^yo) 


1 


3 y 0 


.T~ X 


0 


3 f ( x , y ) 


因为砮 = sin 


sin 2 + 1 ， 


—+ — ? /( X ，汐） 

X X 

丄在除原点外的整个平面连续，所以可以证明关于 3 / 满 

X X 

足李普希兹条件，从而解对初值 A ，_ v 。 是连续的.具体证明过程读 

者可以自己补充. 






JC 




— cos 


X 


136 


« 


* 


第三章线性微分方程 


线性微分方程是常微分方程理论中一类重要的 方程. 本章主 
要内容是研究二阶线性微分方程的一般理论与方法，并将所得结 

果推广到〃阶线性方程上. 


第一节线性方程的一般性质 


主要内容 


1. n 阶线性微分方程的一般形式为 


H - ( x)y = ① 


Ot-1) 


a 0 (x}y {n) -\-ax (j：)y 


当 〜 U ) 在某区间必)上恒不为零时，可写为 

+ pi (J ： )y ( ，， '~ 1 ) +p2 (.r)y (n ~ 2) ~l - h p„- l ijc) y -\-p„ O))' 

= /(x). 

2. 定理 3.1 如果函数 / Cr ， J ， y ， 

) 的某邻域对 Cr ， j ， y ， 

满足李普希兹条件，即存在 AT >0 ，使得在上述邻域中有 

l/(Di，：/i ’ 


(«) 




② 


0在点 PoUo . yo ^ 


in — 1 


， J 


(打 一 1 


0连续，且关于变量乂 


( — 1 ) 




* * ♦ 




(«~1> 


: y ，…，： y 


in — 1 ) 


) 


) — f ( 

|^i — 1 + I ： y’i — y’2 H l^i 

贝 Ij 在 i 。 的某邻域上，3^ = /(尤，：^，：/， 

足初始条件: yOc 。）^ : y 。，：/ c ^ o )= y 。，… ， y fl _ n Oo)=：y 


(/) ~ 1) 






(« — 1 ) 


(n — 1) 


1)， 


) 必然存在唯一的满 

的解 : v = 


(« — 1 ) 


，：V 


(/ 卜 1) 


0 


3* 定理 3. 2如果方程①的系数 A ( x ) U = l ，2, …， rz ) 及其右 
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端函数 /( x ) 在区间 [ a ,/;] 上有定义且连续，则对于 [ a ，幻上的任一 
r 及任意给定的^^ 


•，W 1) ，方程①的满足初始条件 〆 心）= 

( x 0 )=^ o /， '" 1> 的解在[“， /;] 上存在 






~ yD ? 


，夕 


且唯一 


4. j'V’) + 户 1 (• ， )y" 一 1 ) H -+ 户 " — ! （‘r )y + 户 ,, (,r ) ，= 0 

称为〃 阶线性齐次微分方程，式②称为》阶线性非齐次微分方程 
式③也称为式②的对应齐次方程. 

5- 定义 

称符号 A 为线性微分算子. 


③ 


(n— 1 ) 


④ 


H - \~ pn -} (^r)y +p tl (^r)y. 


非齐次方程可写为人 Lv ] = / U )， 齐次方程可写为 A [; y ] = 0. 
算子 a 具有如下 性质： 

(1) Llky^kLly ^； 


( 2 ) = 


疑难解析 


1 _ «阶线性非齐次微分方程与对应的齐次微分方程有何关 


系？ 


答当非齐次微分方程右端的函数 / U ) eO 时，方程称为对 
应的齐次微分方程，它们的解之间有着紧密的联系_由第一章第四 


CeJ〆 


)th 


节知 ，一 阶线性非齐次方程: y ' = )^+7 (^)的通解 

= Cc > U ^ 与非齐次方程的一个特解之和.对于 72 阶线性方程，这一 
性质依然成立，即非齐次方程②的通解恰为对应齐次方程③的通 
解与非齐次方程②的一个特解之和.利用这个性质，可以使《阶线 

性非齐次方程的求解变得较为容易，尤其是常系数情形，这一性质 

将在第三节予以证明， 




3 ; 


^ dx ， 恰为对应齐次方程 y =/> ub ， 的通解 y 
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2 . 怎样理解算子与线性微分算子？ 

答算子表示一种运算关系，可以理解为“函数的函数”•例如 

线性微分算子人可以理解为对一个有》阶导数的函数取函 
数， 即将 〆 _ r ) 与一个新的函数建立起一种对应关系： 

人 [)' o) ] = y 〃 ) + 户 ] o)y" — 1 ) 十 …+ /v , ( 1 )y + 户 „ (.7:) > 

也可以说它是一个数学算子，以方式 


d ” 


d 


d 


~1 


• ] = +九 （^ )d _ 1 - hA，-i ( x ) 

作用于一个具有《阶导数的函数 〆 x ) 上. 

算子概念与单变量函数的概念很相似.算子把区间/上具 
有》阶导数的函数： vOr ) 与定义在 同一氐 间上的函数建立起对应关 

系，只不过因变量与自变量都是函数.从这个意义上讲，算子概念 
是普通函数概念的推广.因为本节中的算子所含运算是微分运算 
并具有线性，故称为线性微分算子. 


方法、技巧与典型例题分析 


熟悉《阶线性非齐次微分方程与齐次微分方程的概念，能对 


例1 证明： 常系数线性微分方程犷+«,3/+«^=0的任何 一 
个解的导数仍是它的解. 

证设 3^/(^) 是方程的一个解，则对 

(,r) ~\rci 2 j (x) = 0 


两边求导，得 


f m (.r ) ^ra l f tt ix^ - \~a 2 f ! (x) = 0, 


If {x)J^a x lf (，）T +a 2 [/，（：）]_• 

所以 / u ) 仍然是 y + … y +“ 2 )，= o 的解 • 

例 2 验证: y = i + Csx 5 是微分方程 x 2 ： y 〃一 3xj/— 5：y = 0 


即 
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定义在任一不包含零的区间 [>，幻 上的解 • 若 X 。弇 0， h ， V 是任意 
常数， 证明： 存在唯 一一 组数，使得 y 满足条件 y ( A ) = >， 


y r ( a ) ~ yo 


证 当 x 9^0 时 ， y = \ + 5 C 2 x 4 ， y /= —j- + 20C 2 x 6 ，代人微 

分方程，得 




C , 


C , 


2 C } 


+ 5C z x 4 —5 - \~C z x 


2 


3 


二 V + 20C 

X 

所以， y ^ CVr ^+ CVr 5 是微分方程的解，定义在任一不包含 X = 0 

的区间|>，幻上. 

将题给条件代人: ^, y 的表达式，得 


= 0 


— 3 x 


x 


X 




X 


C , 


- \-C 2 xl — y 0 ^ 


x 


0 


C 1 


-2 + 5C 2 Xo=3 f 0 


X 


0 


因为上述方程组(关于的）的系数行列式 D =6 d 參0,故 Cn 
c z 有唯一 - ―•组解 C \， C 2. 

例 3 证明： 函数: yi =* r 2 sinx ， jy 2 = 0 均为方程 

x z y n — Axy f + (jr 2 + 6)^y = 0 

的满足条件 ： v ( o )= o ， y ( 0)=0 的解.并说明这与解的唯一性是否 


矛盾 


y[ = 2xsinx + x 2 cosx ? 

= 2sinx + 2xcosx+2.rcosx 一 x 2 sinx 


证由 


3^1 


一 + ( 了 2 + 6 ) 3 ^ = 0* 

又由34 = 0，义 / = 0知工 2 / — 4 x 3^ +(； r 2 + 6)) = 0，&：^ = T 2 sinx*：y 

= o 都是方程 满足 〆 o )= o ， y ( o )= o 的解 ■ 

因为方程的标准形为 


〃 


知 


X 


y \ 


jy = 0. 


^ — "T 


x 
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4 


其中一 ■^与 (1+ gJ 在点工=0都不连续，因而不符合解的唯一性 

定理的要求，所以 A ，％ 均为方程的解与解的唯一性不矛盾. 

例 4 证明： 若方程 y '+/>(： c)y +<7(. r )_ y =0 定义在区间 (a,b) 

内的解 7( 工) 对任一 AG 、 a ， b ) ， 皆有 limjy ( x ) = 0, 则0在区间 

( a ，6) 内恒成立_ 

证因为 _ yCr ) 是已知方程在区间 u ，6) 内的解，所以 3 ； Cr ) 必 
为 ( a ，6)内的连续函数 * 又对任一 x。G ，6)， limjy ( x ) = 0,所以 

lirri3 ；( j ：) = jy (*^ o ) — 0* 由此表明：对任一 G (< 2 ，6)，皆有 jy ( x 。） = 0， 

从而 jCr ) = 0 在 ( a ，6) 内恒成立， 

例 S 设 A [>(0] = x 〃⑴ 一 6 〆 ⑴ + 5 x ⑴， 计算： 

(1) L[eG; (2) L[e r/ ]； (3) L[sim ]； (4) L[> 2 +《] 

解 （1) ( eO ，= e %( e ( )"= e '，故 

//[ e ^ = e ' — 6 e ’ + 5 e ’ = ()• 

p 

， （ e -)"= r 2 e "， 故 

L[e rt J = r 2 e w — 6re r/ + 5e ,v = (r 2 — 6r+5)e rt . 

(3) (sint) r =cost ^ ( siru )〃= — sin ~ 故 

L [sin/] — — sint — 6cost-\- 5s ini = 4sinf— 6cosi. 

(4) + + + 则 

L\j 2 ~h 2tJ — 2 一 6(2/ + 2)H™5(/ 2 ~h2/0 = 5/ 2 — 2t — 10- 

例 6 设 L \^ yU )^\ = y ff (0-^ p ( t ) y r ( t )-\- qit ) yU ) , 

L[> 2 ] = y + 1，L ⑴ = 2, 2 + 2 ， 

验证: yU )== f —2 f 2 是方程 y" ⑴ +/>(Oy (. O + gCOyCt ^ — O 的根. 

解 将 3^)= f —2 P 代入方程，由线性微分算子 L 的性 质’ 

Lbo)]^/, [ 卜 2f 2 ] = LM — 2/,|> 2 ] 

= 2 f 2 + 2-2(^ + l ) = 0， 

所以 〆 o =，一2, 2 是方程 y ' ⑴+/>⑴ y ⑴+<?⑴: y ⑴ = o 的根- 


0 


(2) (e"V 


rt 


=re 


且 
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第二节 n 阶线性齐次微分方程 


主要内容 


本节先研究以下线性齐次方程的一般 理论： 

+ />i (x)y {r, ~ l) ~\ +/V-i (x)y p„CT)y=0 

i - 线性齐次方程①的解的线性性质， 

(1) 如果％ 是方程① 的解: LOO 二0,则对任意常数 C ， 函数 
-,也是方程①的解 

( 2 ) 如果 Ok ， 

G ， 线性组合 


(") 


① 


3 ; 


是方程①的解，则对任意〃个常数 c \ 


，：V 




Cz 


1 


Co'i -\^C 2 y 2 ~\ - h C fl y f] = »々 


3 ; = 


3^ 


也是方程①的解* 

2，定义 3. 1 函数组 A ， 3 b 
相关的，如果存在一组不全为零的常数 a , ，七， 

^0 ; 1+ a 2 yz H - 1- = 0 

在 u ，/； o 内恒成立；反之，如果只当 ai = a 2 = *_ 

(心幻内恒成立，则称函数组 M 

I 

由此得出： 

(1) 若函数组力 
6)JJ ： y”3,2 ， 

(2) 若两个函数％与 h 之比&在区间有定义，则它们在 


称为在区间内是线性 

，义 ，使得 




② 


0时，式②在 

在(〜幻内线性无关. 








中有一个函数，例如 W 三0 ( aO < 


， w"，：y 


在 ( a ， A ) 内线性 相关; 


o ; 


夕 2 


(心《内线性无关等价于比 式&在 (〃，幻内不恒等于常数. 

中每一个1，2,…， 


3 ； 2 


3,定义3_2设函数组％ 

) 均有〃一 1阶导数，则称行列式 




?3 ； 2， 
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3 ; i 








y: 


U 7 ( x ) = 


("… i) 


i ) 


)4 


为已知函数组的朗斯基 （ Wronski ) 行列式 * 

定理 3. 3如果函数组力，3〜，••_，％在区间 （ a ，6)线性相关，则 

它的朗斯基行列式在 （ a ，/;)内恒等于零. 

推论 3. 1如果函 数组允，&， 

(«， W 内某一点 x n 处不等于零，关0,则该函数组在 ( a ， W 内 
线性无关. 


的朗斯基行列式在区间 


， J 


定理 3. 4如果 ^ lOk ， 

性无关的解，则它的朗斯基行列式 W (. r ) 弇0在 (a 4) 上恒成立 

推论3, 2 设％ 


是方程①定义在 (a 4) 内的〃 个线 




，>是方程①定义在 ( a ， A ) 内的〃个解， 

♦ 

如果存在％6(〜0，使得它的朗斯基行列式1^(^) = 0，则该解组 
在(〜 ㈠ 内线性相关， 


^yi ， 


推论3_ 3方程①的〃 个解力 

线性无关的充要条件是，在 ( a ， A ) 内存在点 . r 。， 使得它的朗斯基行 
列式 WCx 。）#。. 

4* 定义 3. 3方程①的定义在内的《个线性无关的解称 
为方程①的一个基本 解组. 

定理 3. 5如果％ 

于方程①的任何一个解3，(^)，均存在一组常数 CT ' Cf ，…， Cr ， 


在其定义区间 （ a ， W 内 


，3^， 




是方程①的一个基本解组，则对 


，：^，…， 


使得 


y(^) = C\ 0 ) y } +C~ + … +C,; 


y ” 


基本定理 如果％ 


是方程①的一个基本解组，则 


? yz ， 


，夕 


③ 


y = C^y l J ^C 2 y 2 ~\ - \~C n y n 

包含了方程①的所有的解，其中 c \， c 2 ，…, c 为《个任意常数.或 
者说式③是方程①的通解 • 

推论 3. 4 〃 阶齐次方程①的线性无关解的个数不超过 A 
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定理3、 6 方程①总存在定义在（〜6)内的基本解组. 

5. 定理 3* 7设 A ，％， 

它的朗斯基行列式，则对 Oz 4) 内的任一点〜，都有 


是方程①的任意〃个解， M / Cr ) 是 


④ 


W(x) = WCTo)e-)^ (n dt 


式④称为刘维尔 （ Lieuville ) 公式. 

(1) 方程①的解的朗斯基行列式 WCr ) 如在 (《 4) 内某一点处 

为零，则在整个(心幻内恒等于零 • 

(2) 方程①的解的朗斯基行列式 VT Or ) 在 ( a ,6) 内某一点处不 
等于零，则在整个 G ，幻内恒不为零. 


疑难解析 


1. 怎样理解函数组％，&，•••，％的线性相关与线性无关？ 

答函数组％, A ，…，％的线性相关与线性无关概念，实际上 

与线性代数中向量组中向量的线性相关与线性无关是一致的•例 

如，在线性代数中，零向量与任何向量线性相关，而在函数组 : yp 

在 ( a ，6) 内线性相关.又如， 

两个向量 a ， 卢的对 应分量成比例，即 cr / i 3== A ， 则 or 与々线性相关，而 

在函数组中，若 4 = C G »， C 为常数），则 y 与％线性相关- 

但是，要注意 到：函 数组的线性无关与线性相关依赖于所取的 
区间，这是与向量组的线性相关性不同的.例如，函数 *^(0= UI 
和 x z ( t ) ~ t 在区间 （ 一 00 ，+ °°)上是线性无关的，但分别在区间 

(― oo ，0)和（0, + oo ) 上是线性相关的_这是因为 

1 ， £< 0 ， 

1 ， t>0 

% 

在区间（一 oo ，+ oo ) 上不是常数，而分别在 （_ oo ,0) 与 （0，+ oo ) 上 
是常数. 


中，若则 :VI 


• • * 




， 3 ^， 


，：^ 




(t) 

工2⑴ 
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，有哪些等价命题？ 

是方程①的 〃个解 ，则下列命题 等价： 

(1) 方程①的通解为 y 0 r )=；2 C O , 其中 GQ = 1 ， 2 ， 

为《个任意常数； 

(2) ，_>^2， 

(3) yny 2 y 

(4) 在 U ，幻内 有一点: r。 ，朗斯基行列式 WCr (1 ) 关0; 

(5) 在 (a，6) 内任一点: c， 朗斯基行列式 Wh，％ ，…， 3O#0. 

3. 线性齐次方程与基本解组有什么关系？ 

齐次方程①在其系数 AG ) G = l ，2, …⑺）的连续区间 
U ，6) 内总存在基本解组％，％，…，％，而且有无穷多个. 

是《个定义在(^，6)内，且有直到《阶连 

续导数的函数，同时其朗斯基行列式 W(x) 关0,则 

I ^1 y -i 


关于齐次方程①的^个解％ ，： y 2 , 
设 : Vl ’ JV 2 ’ 


嘩 ft t 




參 


，：^ 


口 


，”） 


華》 • 


\ 


是方程①的一个基本解组 

在 ( a ，6) 内是线性无 关的; 


，：V 


_攀 ■ 


ft 


，： V '* 


口 


反之，若 M 


»3^2， 


• • « 


，： y » 


: y " 


3^ 






• » • 


⑤ 


= 0 




<«) 


») 


(«> 


3 ； 2 


3 ; 


为基本解组的〃阶线性齐次方程，即线性齐次方 


是以: y ”:^ ， 

程式由其基本解组唯一确定 


^ y fi 


怎样求与二阶线性齐次方程 y '+ Mwy +9( x )^= o 的已 

知解义线性无关的另一特解？ 

设: Vi 是 y , f p (. jc^ y 0的 一 个非零特解，是与 

线性无关的任 一 特解，则有 


攀 


口 


^1 


3^1 ^ 


J ， (.r)cb. 


J 户 (: r)cl 


f = Ce " 


=Ce~ 




y^y —yyi 


yi y 


用 i 乘上式两端，得 


d 


C 


J/>C,r)cl：r 






d:r 




yi 


145 


« 


Ce — 卜 


)(Lr 


: y 


即 


dr + Cj 




卜⑴心 ， d. 


得 


⑥ 


( 取 (: eO’C^l) 

尹 0 ，所以 J 与力线性无关.故二阶线性齐次微分方程 

~ hp ( x ) y r ~ hq (. r ) y — 0 的通解为 


因为 


卜仙 dr* 


y = C } y } + C 2 ：vt 




怎样求: 


O … 1 ) 


+ … +/>” i ( i)y ^ pA ^) y = 0 的 


通解？ 


答求〃阶变系数线性微分方裎的通解是比较困难的，下面 

■ 

对二阶变系数齐次线性微分方程的情形作一简单说明.因为二阶 

线性齐次微分方程的通解由两个线性无关的解线性组合构成，所 
以找出方程的一个特解是至关重要的，常从以下几方面去做. 

(1) 从方程的特点考察.若方程各项系数之和等于零，则 y == 
&必为方程的一个特解.这是因为 e ' 的各阶导数均为 〆 ，代人方程 
后恒为零. 


例如，方程 （•?" 一 1 ) y '— xy + ~ 0与方程 （1 + 2 
O 2 — 3 )_ y ' + 2 ( 1 — )_y = 0都有特解 = e x . 

(2) 从方程形式考察.观察方程的形式特点，确定特解 形式. 
例如，方程 /+： y ==0, 得出 y '=- 3 ，，则由三角函数的导数知， 

是方程的两个特解. 

(3) f 试法.根据方程系数的特点，推测特解的形式，经代人 

尝试后确定方程的特解. 

例如，方程 Or — Dy '-^ y +_>，=()的所有系数都是多项式，可 

以设想方程必有多项式解.将不同次多项式逐个代入试验，可以确 

定:是方程的一个特解 • 

在确定了方程的一个特解 h 以后，可以利用疑难解析4中的 
方法，求得方程的另一个与力线性无关的特解 


y x — sin.r ? yz = cosx 
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/ ⑺心 dx 




^70 


3 ^ = 3 f i 


因为％与力线性无关，故齐次方程 y ' 十 + go )： v=o 的通解 

y = C ] y l +Co 


方法、技巧与典型例题分析 


读者必须熟悉《阶线性齐次方程的一般理论，对朗斯基行列 
式、基本解组、刘维尔公式能够熟练运用，才能正确地 讨论〃 阶线 
性齐次方程的有关问题. 

例1试讨论下列各函数组在它们的定义区间上是线性相关 
的还是线性无关的. 


(1) sin 2? icos ^ sin ? ; 


(2) .r ， tanx; 

(4) eVeW 


一 1 + 3, 2x 2 -\~xy 2x + 4 ； 

般利用朗斯基行列式在定义区间内是否恒等于零来判 

别.但也可以根据定义，由任何两个函数在区间内之比式是否恒等 
于常数来判别. 

(1) 函数组 sin 2/， cos /， sin / 的朗斯基行列式为 


(3) 


x 


siW 

2cos2 / 

— 4 sin 2 / 


cost 


smt 


— 3sin2 , ， 


Wit) 


—— sin/ 


cos 广 






—— cos? — sin ， 


丌 


TC 


显然山时， J = —3 乒0,所以函数组在定义区间（一⑺， 

+ °°)上线性 无关. - 

(2) 函数组 htanx 的朗斯基行列式为 


tan,r 

1 l/cos 2 x 


2x — sin‘r 
2cos 2 j" 


x 


W (x)= 


# o , 所以函数组在区间 


时， W ( TT ) 


显然 


7 T 


TT 




， 


7 t 


丌 


上线性无关 


kn- — ,kn+ 


2 
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(3) 函数组 x 2 — ：r + 3,2 P +. r ，2 ,r + 4 的朗斯基行列式为 

x 2 — .r + 3 2 工 2 +x 2 工 + 4 

Wix')— 2r— 1 4 工 +1 


^48^0, 


0 


所以函数组在 （一 ⑺， +oo) 上线性无关. 

(4) 函数组 eSy/d 的朗斯基行列式为 


t 2 d 


te 


e 


(1+Od O z -\-2tW =2e 3 , 垆 0 ， 

(2+Oe ， (r 2 + 4f + 2)e / 

所以函数组在（一 a> ， +oo) 上线性 无关 . 

12 用朗斯基行列式证明 〆, 是方程 y'_y=o 的基本解 


W(0 = 


e 


e 


— 夕 


组 


证容易验证是方程 y — y =0 的解. 又有 


e 


e 


= — 2尹0, 


W(x) = 


— e 


e 


是 Y — 3； = 0 的基本解组 _ 

例 3 已知定义在区间[―1，1]上的两个函数 / Or ) = : c 3 4( x ) 
| x |， 证明： 

(1) 在[_1，1]上， / U )， 片 Cr ) 的朗斯基行列式恒等 于零； 

(2) / Or )， g ( x ) 在[― l ， i ] 上线性无关.并说明这与定理 3. 4 

的推论3是否矛盾. 

证 因为 /( X ) = x 3 , 而 


所以，％ 


=e 


，：^ = e 


=.r 


- l < x <0 


3 


X ， 

— jr 3 ， 


片 （ JT)= 


(1) 在 [_1，0) 与 [0，1] 上，分别有 


3 


3 


3 


JO 


X 


— X 


X 


= 0， ^ 2 (^) = 


U ^( x ) = 


3 jc 2 3*r 


2 


— 3 丁 

所以， / Cr )，# Or ) 的朗斯基行列式在[―1，1]上恒等于零 

(2) 在[―1，0)与[0，1]上，分别有 


3工 
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fCr ) 


/(x) 


= 1 ， 


1， 










所以，/(工），片 (_ r ) 在 [—1 ， 1] 上线性无关. 

这与定理 3. 4 的推论3不矛盾，因为 / Cr ) 与 # Cr ) 并不是某个 
二阶齐次线性微分方程的解. 

例 4 设在方程 ( jt ))/(.' r ) jy = 0中，户 Cr ) 在某区间7 

上连续且恒不为零，试证它的任意两个线性无关的解的朗斯基行 
列式是区间/上的严格单调函数. • 

证设 wOr )， 力 Cr ) 是题给方程在 K 间/上的两个线性无关 

的解，则有刘维尔公式 


: ，⑺ dr 


W(x) = W(^ 0 )e 


(x 0 6 /) ， 


其中， WCr 。） 乒 0. 讨论 


dW 


/>Cr)Hr 


= — W (. r 0 )/>(. r)e 

的符号.因为 WCxdfOjU ) 在 / 上恒不为零（因而保号）， 

>0,所以$在/上保号，从而， WCz ) 在/上严格单调. 

例 5 证明： 二阶线性齐次方程的任意两个线性无关解组的朗 

斯基行列式之比是一个不为零的常数. 

证设以 1 )(.1：)，)4 1 )(1))，（ ： ^(,1"),34 2 )(1))是二阶线性齐次 
方程的任意两个在区间 J 上的线性无关解组，其朗斯基行列式分 
别为1^0)，^^(1)，则有刘维尔公式 


dx 


p(T)dr 


M / 1 (^)= V ^ 1 ( x 0 ) e - JV (r)dr 


W/ 2 Or) = M^Cr 0 )e-1 

(x) _W l (x 0 ') 

例 6 已知方程 ( X —1)3；〃一 jry+y = 0 的一个解求其 


/>(r)dr 


关 0 


通解 
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解由疑难解析4知，由式⑥可得方程 u — i ) y '- ry + j=o 
的与线性无关的解为 


J 户 (.lOrb'd 


] — dr da ' 


x — :r\ -^e 


~*~ 

o V — 


^2 =yi 


jr 


e J (. r — 1) 


,r+ !n(^r - 1 


)dx = 


dx = e 7 


—x -^e 


x 


x 


故通解为 


y = C l : r -\- C 2 ^ r ^ 

例 7 已知方程 （1 — lnj .) y ’+ 丄 y — 為)， = 0 的一个解 : Vi = 

lni ， 求其通解. 


方程 （1 — lnx ) y ，+ 土 y — 夫7 = 0与 3 ^= 1 ^线性无关的 


JT 


: r 


解 


« 


d. 


J M "' )ar = lnx 


I 


)d.r 


e 




力 =3^1 


ln 2 x 


fin T — 1 

dT = ln - r h ^ dr== 


ln(ln.r— 1 


= lnx 


. 户 

ln 2 x 


x 


(7 1 lnj"+C 2 .r 


故通解为 


例 8 在方程 j /' +户 ( r ) j / 0 中，当系数满足什么条 

件时，其基本解组的朗斯基行列式等于常数？ 

因为，若: yi ， y2 是: y 〃+/»(7 )y +(/ O )_ y = 0 的一个基本解 

组，则由刘维尔公式，对任一 a 6 (^, 6 ), 都有 


/>(r)dr 


iyCr)=X^(jr 0 )c 

因为等于常数，所以要 WCr ) 等于常数，必须使为常 


€ 


数 


例 9 设: hU ) 是 〃阶 线性齐次方程 

十 a] (: r >3 ; 


H - \-a yj ^ 1 (jc)y f -\~a tl (^y=0 

的一个非零解，证 明： 利用线性代换 3 ； = % Uk 可将已知方程化为 
— 1 阶的齐次方程 • 

证因为 j ，所以 


(«-1) 


(/I) 




n 
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* 


y =y[z-hy ] z f ’ 


= 3、"，+ 2：^ =+)， 〆 ’， 

1) 




(/i) 


oo 


卜 〜+ … +cr】jv 


(rt) 


+ Ciy [ 

代人〃 阶线性齐次方程，得 


+3 r i - 


3^ = Ji 之 


:[yi ⑷ +^i (:)3 ^ (/ 卜 ” + …+“，卜 1 (‘r )){ -\-a rt (.r)^]] 

+JV〆”) + [di’ +^i(jr)^i]^ ( ^ U + 


， * _ 


+ Wly ^ 1 - 】 )+ …… i (， )} i ] 

因为％是〃 阶线性齐次方程的解，所以上面方程中第一项等于零 • 


= 0 


Z 


再令 


Cr ) cLr ， 则上面方程化为 


Z = IU 


+ [ di ’ +« i ( x )^ i ] 

+ •••+“„— 1 ( x ^ y^u — Q 


(«—l) 




+ *• 


3 Vf 


u 


+ [C 


1 …一 J ) 


)， 


rt 


是 i 阶的齐次方程. 

例 10 设 M (. r ) ， J ， 2 ( T ) 是二阶线性齐次方程 y '+ p ( x ) y'-b 
g (. rb t =0, 在区间 J 上的一个基本解组. 证明： 方程的系数 〆 x ) 和 

g (. r ) 由这个基本解组唯一确定. 

证因为 




3^1 


3 M 3^2 


〃 


y f !+q (工 ） 3，i y f 2 +q My 


〃 


2 


3 f i 3 ; 2 

y ! 


yi 


3 ; 2 


= —pix) 


— ptr)y[ —pCr)y f 2 

=— p ( jr ) Wly l , y z 2 ^ 


〃 


y\yz — :^i 

^[^ 1 ^ 2 ] ， 


所以 


/ 


p{x) = 


y [ y f z ~ yz y \ 


同理 


q (. x ) = 


xe / 


w [滅]， 


(«--1) 


在疑难解析 3 中，已知 m 阶线性齐次方程 


十九— Jdy + A (: r)：y = 0 也可以由其基本解组 ^(. r )， j 2 (工）， 

( JT ) 唯一确定，不过这时系数 />1 O ) ， …， p n —'、 x ) ，/ >〃( Jr ) 的表 
示式与证明要更复杂一些，有 


蜃# 鲁 


，：V 


n 
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3^2 


Xl 




34 


yl 


U—1) 


C "—1) 


(/I — 1 ) 




ft 


(«) 


(/O 




P \ ( x ) 






^[^1 


，： W 


)2, 


■ • • 


， 


y r z 


y !, 


〃 




〃 


( 〃 —i) 


O 一 1) 


(/I — 1) 


(") 


(«) 


(«) 


3^ 


p r X ^) = ( —1) 


n 


« 


W[ ： Vl ， ) ， 2，•_*，)〜] " 

例 11 作出以 l，sinf 9cost ( — 00 ， + °°) 为基本解组的三阶 


线性齐次微分方程. 


sin ， 


cost 


解因为 W ( t )= 0 


1/0, 


cost — smt 




0 — sint —— cos ， 


所以，利用疑难解析3的结论知，所求方程为 


sint 


cost 


JT 


0 


cost — sin / x 


tt 


0 


— sin ， — cost x 


m 


o 


— cost 


sin ? x 


d z x ,dx 

dt z ck 


即 


o ) 


Cx) 


o ) 


a 


a 


a 


13 


U 


12 


( X ) ，证明 


例 12 设△(1) = ^21 ) 


O ) 


a 


a 


22 


23 


(: T ) 


Cr ) 


a 2l Cr) 

a f u ( jc ) aj 3 ( x ) 

i ( x ) a 22 { x ) a 2Z { x ) + O ) 


a 


a 


33 


32 


Cr) a 13 0) 

O ) 

O) ^33 (*r) 


^11 (工） 


a 


12 


dA(x) 


a 


d.r 


Ct ) 


3(工） 


o ) 


Cr ) 


a 


a 


a 


a 


a 


31 


32 


31 


32 
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O) a u (x) 


O) 


a 


a 


ii 


12 


(工） 


(x) 


(工） ， 


a 


a 


a 


22 


23 


21 


O ) 


LO ) a ^ Cx ) 


<3 


a 


32 


并证明对《阶行列式也有类似的结果. 


证由微分运算法则知 


^^ = [a n Cr ) 心 Cr)a 33 G ： )+a 12 Cr) 々 3 (x)a 3 ](x) 


+a 13 (x)a 2 i (x)a 32 (.r) — a u (x)a 23 ( 工）叫（工） 

— ^ 12 (x)a 2 i (jo)a 33 ( 』 ） 一 ^i 3 {x^a Z z{x^>a Z i (jc)]' 
f u (jt)[< 3 22 (x)a S3 (x) —a 23 (x)^32 (:)] 

(x) [<323 ( 工 ) a 3I O) —a 2 i Cx)a 3Z O)] 

十 4 ix )[_ a zl ( x ) a 32 ( jo ) — a Z 2 { jo ) a 3l ( jt )] + … 

+<3“ （ x)[a n (: r)a 22 (:r) — a vz (jo)a 2 i (i)] 

[ x ( x ) O ) aj 3 ( x ) 


=a 


O ) 


(jt) a 13 (jt) 

“( x ) O ) 

( JT ) a 33 ( x ) 


a 


a 


a 


ii 


12 


u ) + O ) 


( x ) 


( X ) 


a 


a 


a 


a 


21 


23 


22 


“ 31 (工） 


( x ) 


( X ) 


( 工） 


a 


a 


a 


a 


32 


31 


32 


33 


( 工） 


( X ) 


(: r ) 


a 


a 


a 


12 


13 


11 


+ j 0^22 (*^) A3 ( 工 ) 

“ （ X) ““ （工 ) 


aL (jc) 


a 


31 


32 


Mn 阶行列式情形 

dA ( x ) 


n ( x ) 

n _J 


[s( 






2 


dx 


2 


2 


= 2( — 1 ) r ° 1,2 “、) ix)a i2t (_x) • 

+ ? (:r )_••<!, ”（ x ) + … 

1 l 2 ^ n 

+ 〜 （ x)a,?(:r：) … O)] 


rt Cr) 


a K 


- Sc - 


l) r( V.2 …〜) 


( X ) 〜 O ). 

/ 工 K2 ⑴… a v 乂工 ） + … 


( X ) 


攀 _ 


w 


a- 


+ S (- 
+ S ( — 1)r(,V2 ., v 


l) r (V.2 … 1 V 


Cli 


Ui 1 (x)a；2 (x)***a/ w (x) 

1 2 f* 
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m 




o) 


(r) 


a 


a 


a 


• • • 




l” 


li 


n 


2 < (x) 


aLCr) 


a ’. O ) 


_ ■ _ 


in 


Cr ) 


(jo) 


(x) 


a 


a 


a 


• » • 


， i 2 


pil 




第三节 n 阶线性非齐次方程 


主要内容 


1. 定理 3. 8 «阶线性非齐次方程 

^[ ： y] == y" ) +/ > i(i)y” _i )+m+A>-i(' z ： )y+A>( x )3 >= /(' r ) ① 

的通解等于它的对应齐次方程 

//[30 = ：/ + />1(1)3^—” +… +A-i ( 工 ） y +/^(ar)3^ = 0 ② 

的通解与它本身的一个特解 之和. 

即 ：若％ 


是式②的^个线性无关的解， CpQ ，…， C , 
是《个任意常数 J 是式①的一个特解，则式②的通解为 

y = C 1 y 1 +C 2 y 2 -j - \~C fJ y ti . 




0 ； 2， 


式①的通解为 


y{^)= z y-^C l y l -\-C 2 y 2 -\ - \~C tt y tt 

2. 求式①特解的常数变易法（拉格朗日法） 

设 ％，）’2， 


是式②的《个线性无关的解，则 
+…+ c n y n 是式②的通解.设有一组函数 ( y 2 ( X ) ，…， 

0)，使 


，：^ 


③ 


y — Ci (x)yi +C 2 (^：)^2 + *• • +C W Cx)y 


n 


成为式①的解. 

由^^!：)，。 〆 :^,…， C «( x ) 所应满足的 n 个条件，得关于变量 
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C /( x ) (，= 1，2,…， 《) 的线性代数方程组 

C[ (x)ji+C2 0) ： y 2 + … +C，( 0)3；„ = 0, 

C [ 4 - C2 { x ^ y ! 2 + … +C ( jr ) y! t =0, 


c; 2 ) 2 )+ … +cu 咖 

C[ (x)y\^ A}J \-C 2 ⑴ W— n + … +C:, My 


(n-2) 


= 0 , 


(，l _ 1) 


/( x ) 




其系数行列式恒不为零，可解出 GCr ) (/=1，2, 

可求出(^(工） (/ ~ 1,2» 


) ，再积分即 


« _ * 


，« 


)- 代入式③即得式①的一个解 


• • « 




疑难解析 


1. 若已知 ％ Cr )，3^ Cr ) 是二阶线性非齐次方程 

jy 〃 + 户 （ x)y -\~q(x^y = f (jo') 

对应齐次方程的基本解组， /> Cr )，9(： c ),/ Or ) 在 J 上连续，怎样求 

非齐次方程在/上的通解？ 

答求非齐次方程通解的方法很多，在已知对应齐次方程通 
解的情形，一般用常数变易法来求解. 

设对应齐次方程通解 Sy = c 1： yi + c 2< y 2 , 其中 c \， c 2 为任意常 
数.依常数变易法，将非齐次方程的解表示为. 

y ( x )= C { ( x)yi - \~ C 2 { x ^) y 2 > * 

可得 C ( Or )， C 〗 Cr ) 所满足的代数方程 

C [ ( x )^ i+Q ( x ) y 2 = 0, 

C [ { x ) y [ + C2 ( jr ) y f 2 =/( x ) ， 


解得 


3 ^i 0)/0) 


jy 2 (，)/( 工）— 

M C { (* r ) fC f 2 (: r ) 的表示式积分，得 


C f 2 (:c) = 


C[ ( 工 ）= 


沁⑺/⑺ 


X 


dr , 


Ci ( jt )= 


^[ 3^1 (0,^(0] 


0 
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« 


yiMf ( r ) 

0 ^[^( r ) T ^ Cr )] 




dr 


Czia :)= 


X 


于是，非齐次方程的通解为 


Lyi Myz(^—yi Cr)^ 2 (r)]/(r) 

^[3 ; i( r ) ， : V2( r )] 


.r 


y(x)~C } yi ( 工） +C 2 jy2( 工）十 


dr 


r 


0 


2. 怎样求欧拉 （ Euler ) 方程 




« 一 1 1> 


+ … + + P^y—f ( t ) 




的解？其中，/^，外 ，…， 九为常数 * 

答 作代换 * r = e ' 或/=11^，将自变量^换成/，得 

dy d ? 1 d ^ ; d 2 y 1 / d 2 y d^y 
dx df dx 

d z y_l l d 3 3 ； n d 2 y d ^ 

d^ = ^l d? --3 d^ +2 d7J ^ 

代入欧拉方程，得一以 t 为自变量的常系数线性微分方程，求出解 
后代回自变量: r 即可 • 


ck ， dr 2 i 2 d， 2 dH ， 


x 


d 


若用记号 D 表示对 f 的求导运算云，则有 


xy f = Dy ， 


a 


d 


2 


dy _( d 


y 


D(D — 1 ^)y ， 


〃 


: V 


x y = 




ck 2 士 


dt z dt 


d ' y -3 ^ + 2 ^= D ( D - l )( D -2) y , 


x z y m - 


dt 


d ^ 


工 V") 


= D(D—1)(D —2)“.（D — 々十 l)y ， 

使欧拉方程形式变得简单，易于计算 • 


方法、技巧与典型例题分析 


在一般情形，求〃阶线性非齐次方程的通解是比较困难的，也 
没有统一的方法•下面给出的例题介绍了一些求解的方法，供读者 
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参考 


例1设/>(工） ， gO )，/ o ) 在[0, 1] 上连续，证明 ：方程 y '+ 

/>0 )y + g ( x )_ y =/( x ) 满足条件： y (0)=： y ( l ) = 0 的解唯一的充要 

条件是方程+ pix^y J tq { r ') y =0 只有零解满足条件$(0) 

: v ( l ) = o . 


证 设: yi ( T ) ，}2(工）是齐次方程的任 

意两个解，则依刘维尔公式，有 


jo ^ (r)dr , 


W ( x ) = W (0 )e 


: y 】 （工） yz(^) 


: vi ( o ) ^ 2 ( 0 ) 


J 


— 0 ^<r)dr 


e 


y[ (^) y f z (^) 


^ (0) 34 ( 0)1 

因为: Vi (0) = 0,3/ 2 (0) = 0,所以 W /( x ) = 0, 从而: y 】（ x ) ，:^ 2 (了）线性相 


关，即 3^(: r ) = 0_ 

1 

充分性用反证法.设 : Vi (* r ) ，: V 2( i ) 是 y '+ M 工 ) y ~ hq(^:}y = 
/ Or ) 满足 〆 0) = 3 /( l ) = 0 的两个解，作函数 


^(^) = 3^1 ( 了）一 72 ( 1 ) ， 

则: y (. z )_0 是: y "+/?( x ) y + g (_ r)jy = 0 的满足条件 y (0) = 3 /( 1 ) 

的解，这与前面推导的： V 〃+/>( x)y -\- qtx)y = 0^ y (0}= y ( l ') = 0 只 

有零解矛盾.故只能有唯一解. 

J 

' 必要性用反证法. 设力 （. r ) 是方程 y '+ Mdy + gCr )^^ 
/(. r ) 的满足条件 3 ^( 0 )=)( 1 ) = 0的唯一解，且 hO ) 是 y '+ po )：/ 

+ gO )_ y =0 的满足条件：的解，作函数 

y(jo) = y } 0 )+ 72 ( 工）， 

则 : y 也是 yM ■/ >0) y +9(工)3 ; =/(^')满足条件的 

解，与唯一性矛盾. 

例2已知: yi (* r ) = . z 是齐次方程 py '— 2xy +23 / = 0 的 一 个 
解，求非齐次方程 x 2 ： y 〃一 2: cy +2： y =2^ c 3 的通解 • 

解设 ％0 r ) = « C 2：) x 是齐次方程的一个与 mCt ) 线性无关的 
解，则 y f z ^ u + xt ^ , y f z = 2 u f +* rw 〃， 代人齐次方程，得 


0 




{2u +:rw〃) 一 Zxiu^xu ) +2*rw = 0. 


x 
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= 0 => “’= 6 \ 二 > u = CiX"^C 2 


tt 


即 


u 


即 y z ( jo ) = x 2 ，所以齐次方程通解为 

y = C ^ x -\- C 2 x 2 * 

可以观察到是非齐次方程的一个特解，故非齐次方程通解 


^ Ci — 1 ， Cg = 0 ，得 


为 


jy (x) =x 3 -hC 1 x _ hC 2 x* 

例 3 设 y +/>( x ) y =/(: r ) 的一个特解是 lAr ， 对应齐次方程 

有一特解是/，求： 

(1) />0)和 / o ) 的表达式； 

(2) /+户(: c)y =/( jO 的通解 • 

解 a ) 由题设条件建立方程组 

2 + 2 、 r/>(x) = 0 ， 

- ~2/>(,r) = ， 


解得 />( x ) = — — i /( x ) = —* 故原方程为 


: y 


^ —二 


=1是对应齐次方程的两个线性无关的 


( 2 ) 显然，3^ = 

解，丄是非齐次方程的一个解，所以原方程的通解为 


，力 


y ( x ) = - \- G \ x z -\ rC 2 


例4已知％ =工，: y 2 = 义 + e r ，： V 3 = 1 +^ + e r 是线性非齐次微 

分方程 y + Mdy + gc ^ j ^/ Cr ) 的解，求此方程的通解- 

解因为 >2 _ ：Vl 

p { x ) y f +^(^)^ = 0 的解，且 e x 与 eH 线性无关，所以原方程的通 


- e r + l 是对应齐次方程 y '+ 


=e — 


解为 


3 ^ = Cie iT H ™ C 2 ( e. r + l )+ x . 

例 5 用变量代换法，求下列方程的通解 
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攀 


Cl ) J ： y rf ^,Ty r 2 + -T-y r = — ； 


4 


(2) (x — l) ： y 〃 +(:r+l)y+ 3 ； = 2 




作变量代换要根据具体问题选择适当的代换. 

(1) 作代换 ^u = e y 


lnw ， 于是 


jr^t 






f d V dt 1 du 1 

y = - 一 


山 cLr — 


山 2/^， 


U 


1 / du 


Id 


2 


_1_1 1 

(2 ) 2 u ^ 4 ^ \T^c 


u 


ft 




3 ；= 


dt 


d / 2 


u 


u 


原方程化为 

1 r 1 d 2 u 1 / du 

4 L u dt 2 u 2 1 dr 


1 Idu { 1 l ldu 

4 / u dr 4 1 u dt 


■ 1 1 d ^_ 1 

4? u dt 4 


d 2 u 


① 


— 11 


易得式①的通解为 ksCV + Qc — (因为各项系数之和为零，所以 


C 


C 


C 


\pir)dr dt = 


是一个特解.又由 


， 得 


^： dz =- 


u 1 = e 


u — Ui — e 


c 


— e 


2； 


u \ 


e 


= e 〜） 


u 


2 


代回原变量，得原方程通解为 

yix ) = ln(Cie ^ ~\~C 

(2) 作代换《= ( x — l )： v ， 则 


) 


e 


du 


，十 (:- 峰 ， g = 2^(x-l) 


d^y 

dx 2 ’ 


dx 


原方程化为 


d 2 u . dw 


② 


以+石 =2 工 


显然 ， A = 1 与 w 2 = e 〃 是对应齐次方程的两个线性无关的解， 
所以对应齐次方程的通解为 


u — Ci + C 2 e ™ 


由常数变易法，求得式②的通解为 
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_ 




(x)=C 1 +C 2 e~ r +x 2 -2 


x 


u 


代回原变量，得原方程通解为 


_ 2x 

X— 1 


一 JC 


e 


x 


例 6 求方程 1 2 3 /( 4 ) + 8了3/〃 + 12：/+尤 2 3； = 2 〆 的通解. 


8 




则有 


作变换 7 = e 


4 


z = —^z. 


x 


X 


6 2： 


z 


〃 


ff 


y =z 


=z 


y 




2 


X 


X 


X 


j : 


X 


— + 18 : 2 / —j _ 24 


m 


m 


=Z 


y 


X 


X 


X 


X 


z 


(4) _ (4) 


~h 36z /7 — — 96^： / — + 120 — 


3^ 


2 


X 


X 


X 


X 




(4) 


化原方程为 

求得此方程的通解为 


—— z=2e 




Z 


/T 


^2 


C x cos — — x + C^sin 


z — e 


x 


VY 




/2~.r/2 


+ e " 


+e 


x + C 4 sin ^ 


C 3 cos 


X 


所以，原方程通解为 


yr 


v ^2" 


e r +e 


x-[-C 2 sin ―-— x 


C T cos 


y = 


2 


x 




V ^2" 


+ e 


C 3 cos ― - —: r 十 Qsin 




例7求解下列欧拉 方程： 

— Sxy r +133 ;= 0; 

+ 2^y — 2y = Jo 3 -\r3x ； 


ff 


( 1 ) 


x :V 




x 3 y^ — x-y 

(3) x 3 y ff/ -\rxy r — y = 3x 

解 求解欧拉方程，要利用代换工=^4==111：1：，要熟悉代换后 

的变换公式.还可用算子形式乃，也要熟悉算子的变换 公式. 欧拉 
方程代换后化为常系数线性微分方程，其求解方法请参阅后面第 


( 2 ) 


4 
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四、五、六节 • 

(1) 由： r == e’，r = ln : r ， 得 


dy _dy dt _ 1 dy d 2 y 1 t d z y dj 

1 I ■ c - - ■ •- 

dx d^ dx d? ? cL 


2 


ck 2 dt 


T 


X 


d 2 y 


d ) 


代人原方程，得 


d^ -6 d7 + 13 ^ =0 


由常系数线性齐次方程的特征方程法，求得其通解为 


( C 1 cos 3?+ C 2 sin 3 ?)e 


一 2 / 






代回原变量，得原方程通解为 


y— — [_CiCOs(3\nx) + C^sinCSlnjr)] 

e、i = ln ： r ，得 

丄心 ^ 2 y _ I (^ 2 y dy 

d^ J dx 2 

d 3 _y_ 1 o d 2 y n dy 

d/ 3 ^ dt 2 dt 


(2) 由 




oc 


dj ： 


dt 2 dz ， 


x 


X 


d.r 3 


x 


代人原方程，得 


d 3； ^ + 5 钻 — 2 y + 妃 


4 


ck 3 


cU 2 


由常系数线性非齐次方程求解方法求得其通解为 


y - C ^ + C 2 te f + C , e Zt + + e 3f — + A 2 


4 


代回原变量，得原方程通解为 


3 ； = jr(C 1 +C 2 hi:r)+C 3 :r 2 + +x 3 -^:r(ln.r) 2 . 


4 


2 


(3) 由 


e l 9 t — lnx ,得 




X 


d 


3 


d '十冬 ” 3e 




4/ 


— J o 

1 o \J 


dt 3 


dt 2 


按常系数线性非齐次方程求解方法求得其通解为 


y=c,e+c 2 te +C 3 ^v+;e 4 . 
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代回原变量，得原方程通解为 


3^ = C]jr + C 2 .rln,r+ C 3 ^rln 2 x-h ~ 


x 


例 8 求下列欧拉方程的通解 




( 2 ) py—.ry 十 : rsin(lnx) ; 


fr 


(l) 


V - 

X X 

( 3 ) x 2 y r/ —2jry f -\-2y = ln 2 x~ 2\nx ； 

( 4 ) x 2 y ff —3xy f + 4 ^ = x+.r^lno:, 

解 （ 1 ) 方程化为 


x 


， ^y=^2x. 作代换 x = e % 原方程化 


〃 


— 


为 


③ 


{D 2 _ 2Z) + 1 );y = 2e 、 

对应齐次方程的特征方程 r 2 — 2 r + l== 0 的特征根 

齐次方程通解为： V= (G ~^C z t)e f . 

设，代人式③，解得 y~t 2 e f ，则式③的通解为 

(Ci + C ^,) e f +, 2 e 、 


1 ，故对应 




r 1.2 






故原方程通解为 


(Ci +C 2 lnx)x+xln 2 j：* 




3 ; 


( 2 ) 作代换 x = e' ， 则 f^lnx ， 原方程化为 


^-^ — 2 ^-^Ay — ^sint 


④ 


dt 2 


= 1 ± V^i ， 


对应齐次方程的特征方程 r 2 — 以 + 4 = 0 的特征根 ^ 
故齐次方程的通解为 7 = ^ (Ci 


， y ， +C 2 sin/TO. 

设 i = e '(/l C0S f + 万 sim) ， 代人式④，解得 3 ^+dsirU ， 则式④ 


COS 


的通解为 


(C'cos ^/ r ~3 t -{~ C 2 sin t) +ye'sin ， 






故原方程通解为 


Cicos( y^ 3 ^ 1 njr) +C 2 sin( V^ 3 ~ln^：) +—sin(lnjr) 
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(3) 作代换工=&，原方程化为 

( D 2 -3 D ^2 )y = t 2 -2 t 

对应齐次方程的特征方程 r 2 — 3/- +2 = 0的特征根 n = l ， r 2 ==2, 故 
齐次方程的通解为 jpCY+O 

设孓 = A 2 + 价 + C ， 代入式⑤，解得孓 


⑤ 


2 t 


则式⑤ 


4 


的通解为 


3 ;= ^i e/ +C 2 e 2/ + —f 2 + — ^ + ― 


故原方程通解为 


C 1 j： + C 2 jr 2 + 7-ln 2 :r + TlrLr+-r 






(4) 作代换工= 4原方程化为 


d 


dy 


y 


2/ 


⑥ 


喆 — 4孟 + 4 fe'+， e 

对应齐次方程的特征方程 r 2 —4 r + 4 = 0 的特征根 

方程的通解为 ： y = C ie 2/ + C 2 W . 

设； 5 = + P (份 + Oe 2 ，， 代人式⑥，解得1 =以+ +/ 3 0，则式 

⑥的通解为 


2,故齐次 




ru 2 


尸 （ Q+CV W + +z 3 e 公 




故原方程通解为 


y — x 2 (Ci + C 2 ln,r ) + x +— x 2 ln 


JT 


例 9 作变换 w = tany ，求方程 x z y f -\ - 2^ 2 tanj 

= 0的通解_ 

I 

由 tanjy ， 得 jy = arctanw ， 贝!] 

djy _ 1 du 

djr 1 十 w 2 djc’ 


f 2 


+ xy — 


y 


sm^cosj/ 


d 2 y _ 1 d 2 u 

dx 2 l ^ u 2 djr 2 (1+^ 2 ) 2 i d.r J ’ 


2u I du 
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u 


u 


且 


sirxycosy = 


代入原方程，得 


d 2 


du 


u 


— u — 


X 


djr 


dx 




是欧拉方程，可求得其通解为〃 = CV：r +」. 故原方程通解为 


x 


C 


3 ^ = arctan (^了十 


x 


例 10 作变换“ = 町， 求方程 jrCr + l)V 十 （ 3y + 2)(jt 十 l)y 
+：y = ln(x + l ) 的通解. 

由“ =^，贝[1 

dx x 


d 2 y_ 

， d7 2 ~ 


ft 


u 


u 


u 


u 


O I o 

W p I U o 9 

u ^w-a V 


2 


X 


X 


X 


X 


代入原方程，得 


( jt 十 l ) 2 w " 十 （ x + l ) i / 

是欧拉方程，可求得其通解为 


ln(x + 1 ) 


— u 




c 


u = C l (x + l) + 


— ln(.r + l ) 


工 +1 


故原方程通解为 


C 1 (x + l )+^- ln ( x + l )_ 








X 


第四节 n 阶常系数线性齐次方程解法 


主要内容 


形如 


① 


/心] 

的方程，其中 a ,(/= l ，2， 


(« - 1 ) 


+ …十〜 - j ’ - ha tt y = fCx ) 

)是实常数，称为〃阶常系数线性非齐 


• ■ » 
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次方程.而 


L [ j ] = y /; ) U H - -\- a tt y =0 

称为〃阶常系数线性齐次方程. 

1. /.[#] = 尸 （ A ) e ' 其中 

P ( A ) = 又"― 1 + … +<2„— 】 A + 


② 


③ 


a 


>i ， 


式③称为特征多项式. 

P ( A ) = 0 称为式②的特征 方程. 尸 U ) = 0 的根称为式②的特 


征根 


(1) 若特征根互异， 

( i ) 当尸 ( A ) = 0 有；1个互异的实根々，々，•••，<时，方程②有 

，所以，函数 


个特解 M = e 〜 


jr 


x 


j ： 


^2 = e 


，％ = e 

C^eV+CzeY 十 … +C,,e 


④ 


,r 




: y 


n 


是方程②的通解，其中 c \， c 2 ，…， c , 是任意常数. 

( ii ) 若々，々，."，；1„中有复数.设 4 = a + 则 a — 沾也是特征 
根. 方程②有成对的复解 


(ij + i/0,T 


(« — i ^) ^ 


e 


e 


可换成如下的实数解 


⑤ 


sin^x 


cosbxf 




aa: 


C 


C 


定理 3. 9 如果： yi ( x ) ，: y 2 ( i ) ，…，(工）是在区间（“， 6) 上的 

个线性无关的函数，~，匕是两个不等于零的常数，则函数组 

W 工 ） +h( 工） ] ，厶 2[)1( 工 ） _ A( 工）]，： V3( 工）， 

在 E 间 U ，6) 上仍然是线性无关的. 

I 

(2) 若特征根有重根. 

当七是方程②的々重根时，方程②有々个特解 


n 


， yAjc^> 


_ 攀《 


⑥ 


X 


， xeV ， 


方 — 1 A 义 


x 


JC 


e 1 


e i 




定理 3. 10 如果方程②有两两互异的特征根人，；1 2 ，…，‘它 

们的重数分别为％ ， m 2 ， 

与它们对应的方程②的特解是 


则 


+ 饥 2 + ••• +讯 




n ， 


p 
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cV ， jre'% 

， V ， 


「] eV ， 

， xfVf ， 


m 


X 


A rt ,r 


e 2 


» * * 


⑦ 


v—V 


e V、 .re > • ， 


， jo 


p 


且式⑦构成方程②在 （一°° ， +°°) 上的基本解组 * 

若; l 1： = a + i 6 是方程②的重特征根，则 《 — 沾也是方程②的 

1 重特征根，故式⑦中有如下个 实解： 


m 


cosbjc ^ 

e^sinbx ， 


coshx ， 




a.r 


cosbx ， 

sin 灰 r , 


e 


e 


xe 


， ^ 


xe 


e 


， ^ 


疑难解析 


怎样求解〃阶常系数线性齐次微分方程？ 

答求解《阶常系数齐次微分方程 

+ … +U’ +a„_y = 0 ， 

常用的方法有特征方程法与拉普拉斯 ( Laplace ) 变换法(将在第六 
节中讨论）- 

特征方程法求通解的步骤如下. 

(1) 写出微分方程①的特征方程 

入”+⑷入"— 1 + … + a „-] A + a „ = 0， 


① 


0(-1) 


) 


¥ 




这是一个代数方程. 

(2) 正确求出特征方程的特征根，一般可以通过分解因式的 
方法求出特征根，要注意以下 几点： 

(0 特征根的个数 G 重根算 A 个）等于微分方程的阶数； 

( ii ) 特征根中的复根必然成对(共辄） 出现； 

( iii ) 特征根与微分方程的通解中解的对应性. 

当特征根为单根时，若々，&，•••，々为互不相等的实数，则微分 
方程有如下的《个特解 


， e A 〆 


又 … r 


A 


er , e 


* t * 
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右入 (z = 1 ， 2 ，… ，”）中有复数，设 A = a + i & 是一^个特征根，则 A 2 = “ 
— i 6 也是一个特征根，对应微分方程中两个实值解 e ' , jr cosbx , 

e ^ sin ^ r , 

当特征根为 m 重根时，对应微分方程的 m 个解. 若; u 为特征方 
程的 w 重实根，则对应微分方程的 W 个特解，即 


e A 〆 ， 


V ; 


m— 1 


若1，々 ，…， 分别为特征方程的 

时，它们对应微分方程的《个特解 


重根，且叫 + w 2 + 


^ n 1 ^ n 2 , 




+ 


• • • 


e A 〆 ， xe A i r ? 


广 1 e A 〆 ， 

z^ l ^ k z T 9 


m 


v 


e r , xe 丫 ， 


若<=^十沁是特征方程的⑺重复根，则 a — 也是特征方程的 

重复根，它们对应微分方程的 2 m 个特解 


m 


cosbjr , xe ur cos 6. r ， 
sinbxf xe^sinhx 9 


e^coshx ， 

V J sin6x. 


e 


a.r 


多个复根的情形也可以同样写出. 

(3) 根据 (2) 的结果写出齐次微分方程①的基本解组与通解. 


方法、技巧与典型例题分析 


熟知线性齐次微分方程通解的结构，熟练掌握特征方程法解 
常系数线性微分方程，是本节的基本要求.除此之外，还应学会利 
用特征方程与特征根讨论有关常系数线性齐次方程解的一些理论 


问题 


例1求下列齐次方程的通解 

CD y ; +9y+2o^=o ； 

(3) y 

(5) ： v( 4 )+：y = 0; 


(2) y" — 2y +^= 0 ； 

⑷ y 4) - y = o ； 

(6) y m — y f — y f +^ = 0； 


0; 
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( 6 ) 


2y U) — jy^+ 23 ^ 0 ; 


(8) 4y-20y+25^ = 0 


(7) 3； 

解 （1) 特征方程为 A 2 + 9 A +20 = 0, 其特征根 A ! = — 4 ， A 2 = 




5,故齐次方程通解为 




— 5x 


尸 4 X7 2 e 


(2) 特征方程为 A 2 —2 A +1=0, 有二重特征根 / V 2 = l ， 故齐次 
方程通解为 


(Ci +C 2 x)e 

(3) 特征方程为 A 3 — 1 = 0,化为 ( A —1)( A 2 + A +1) = 0, 其特征 


. 7 、 




3^ 


4 i ， 故齐次方程通解为 




根为 乂1 = 1，义2 = 


^ 1 T v ^ 一 丄 

--^—1，乂3— ^ 






C x 3 I /"I * 

2 cos —-— xH-C 3 sin 


-x!i 


3^ — C ] e r 


― zr—X 


(4) 特征方程为 A 4 — A 2 = 0, 化为 A 2 ( A —1)( A +1) = 0, 其特征根 

为 A 2==0 ， A 3 = —1， A 4 = 1， 故齐次方程通解为 

y = C l +C 2 x 十 C 3 e' r +C 4 e 

(5) 特征方程为 A 4 + 1 = 0, 化为 U 2 — 1) 以 2 十 1) = 0，其特征根 




v ^2" 




( l ± i ) ，故齐次方程通解为 


为义1,2 = 


(1 土 i)，A 




/T 


/ 2 ~ jc/1 


jr + C 2 sin 


Cjcos 


_ y = e 


x 


2 






- /TV 2 


—- e 


.r + C 2 sin 


C\cos 


x 


(6) 特征方程为 A 3 — A 2 — ； l+l = 0, 化为 ( A +1)( A — 1) 2 = 0,其 
特征根为 A = _ 1 ， A 2 .3 = l , 故齐次方程通解为 

C\e 一' ( C 2 + C 3 x)e 

(7) 特征方程为; l 6 7 _2 A 4 — f + 2 = 0,化为 

A 4 ( A 2 —2) — U 2 — 2) = 0， 

即 (A- /2")(A+ /T)(A-l)(A-fl)(A 2 -H)-0, 

其特征根为 A = i A 2 = — ， A 3 = 1 ， A 4 = — 1 ’ A = i s A 6 = — i ? 


,r 
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故齐次方程的通解为 

(8) 特征方程为 4 A 2 —20 A +25 = 0, 其特征 根为乜 2 = 5/2,故齐 
次方程通解为 


+C 3 e ,T +C4e"~ r +C 5 cosj ： H-C 6 sinx 


C t e 






5t/2 


( C ] ~ hC 2 x)e 

例 2 求下列方程满足给定初始条件 的解： 

(1) ： y〃— 3y -\-2y=0 9 y{0) = 2 ， y(0) = — 3; 

(2) : y"+4j/+4 ： y=0,3 ； (2) = 4，y (2) = 0; 

o) y'+y=o,3/(o)，y (o)=5; 

(4) y f/ ^\~(x) 2 y=Q ^ y(0) —a^y (O') 

解 先求岀齐次方程的通解，再代人初始条件确定任意常数， 
即可求得方程满足给定初始条件的解. 

(1) 特征方程为 A 2 —3 A +2 = 0, 其特征根为\ = 1，；1 2 = 2，故齐 
次方程通解为 


:V 






^0 


Cie Jr + C 2 e 2,r ， 




3^ 


求导，得 


2x 


y = C ie " + 2 C 2 e 

代人初始条件到 y 和 y ，解得 G = 7 ， C 2 = — 5，则所求特解为 

7 e 7 -5 e 

(2) 特征方程为 A 2 + 4 A +4 = 0, 其特征根为 A ll 2 =— 2,故齐次 
方程通解为 


2t 


y 




( C 1 + C 2 x ) e ~ 2 % 






一 2x 


求导，得 


y f = ( — 2(7 】 +C 2 — 2 C* 2 工 ) e 

代人初始条件到: y 和 y ，解得 G =-12 e 4 , C 2 = 8 e 4 , 则所求特解为 

y = — 12e 


-2U-2) 


— 2 ) 


+ 8 j：e 

(3) 特征方程为 A 2 + A =0, 其特征根为 々 = 0， A = — 1，故齐次 
方程通解为 


代人初始条件到7和 y ， 解得& = 7,0 2 = — 5,则所求特解为 


一 C 2 e 


一 J 
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鐮 



y—7 — 5e '' 

(4) 特征方程为 A 2 +o/ = 0, 其特征根为 A! =wi，A 2 = — o>i.， 故齐 

次方程通解为 


y = C ] coscox'j-C 2 sincox ^ 

y = (—Cis\ncox-\-C 2 cos(o.x)aj 


求导，得 

代人初始条件到 y 和 y ，解得 CeaK 产& ，则所求特解为 


土 sin 町 




y = acosu)x 


例3讨论 A 为何值时 ^ y ff -\~ Ay = 0 存在满足 3/(0)=：y(l) = 0 

的非零解爭 


y'+ 杉= 0的特征方程为 — + A=0, 讨论 A 取值的不同情 


形 


(1) 若 A <0, 则特征方程的特征根 /^ A,r 2 =~ 故 
齐次方程的通解为 


+C 2 e~ 

其中 G，C 2 为任意常数 • 代人初始条件〆0) = 3；(1) = 0,得方程组 

I 

C\+C 2 = 0， 


y=C l e 




C 2 = 0 . 

式 0 ，所以方程组只有零解，即 c, 


因为系数行列式 

= C 2 = 0. 故当 A<0 时，方程 y+Aj^O 无满足条件 3；(0)=y(l) = 


0的非零解. 

(2) 若 A=0, 则特征方程的特征根为「12 = 0,故题给齐次方程 


的通解为 


C] +C 2 x ， 




: y 


其中 C 19 c 2 为任意常数，代入初始条件得方程组 

* 0， 

Q +c 2 = o 

如同 a) 的结果，当 A=o 时，方程 y+A3；=o 无满足 条件: y(o) = 


Cj 0 ， 

C 2 = 0* 


=> 
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y ( l )^0 的非零解 * 

(3) 若 A >0, 则特征方程的特征根为 n = v ^ Ti , 
故齐次方程的通解为 


v ^ Ti ， 


厂 2= — 


y = C\COs v / ^Xjc4'C 2 sia 

其中 Ci , C 2 为常数.代入初始条件 〆 0)=火1) = 0得方程组 

C\ = 0 ， 

C】cos x-\~C 2 sin yk x — 0. 

要使齐次方程有满足条件 〆 0)=_ y ( l ) = 0 的非零解，则 C 2 ^0, 即 

只能 sin \^工= 0.从而得出 


X — n z n 2 ， 


±1，士 2，〜- 

综上所述，当 A = w 2 jt 2 ，《 = 土 1，土2，…时，方程 y '+2： v =0 存在 


n 




满足条件: V (0) = J (1) = 0 的非零解 • 

例4 讨论当取什么数值时，方程/'+/0/+砂=0的一切 
解当 I —+ OC 时，都趋 于零. 


解 方程的特征方程 A 2 +/> A +9 = 0 的特征根为 A = 含（一1 + 


V r p T —iq )? A 2 = y ( — 1 — 々 户 2 — 切） ， 现对 A x ? A 2 取值的不同情形进 
行讨论. 


(1) 若/> 2 —知>0,则 A M ； l 2 为实数，齐次方程的通解为 

^=C ie V+C 2 eV ( 户 2 — 切 >0 ，々关乂 2 ) 

( C '+ Qjt ) 〆 1 " ( p 2 -4 9 = 0, A 1 = A 2 = A ), 


或 






其中 CnG 为任意实数 • 

要使 lim 3 / = 0,要求 


① 


lim e A r T = 0, 


lim e 2 X =0 


② 


Aj* 


lim 


或 


0- 


xe 




当又 1 <0，七<0时，式①与式②成立，这时/ >， g 满足不等式组 
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■ 





户>0, 

g >0. 




(2) 若 ，一 切<0,则 A ,， A 2 为共轭复数，齐次方程的通解为 


y — e 

要使 Um _ y =0, 要求 p ， g 满足不等式组 

/> 2 <切， 


夕 >0, 
<?>()♦ 




P 


<0 


2 


综上所述，当 p > o , 9 > o 时，方程 y + Ay + 砂 = o 的一切解当 

: r —+ CXD 时，都趋于零. 

例 s 讨论当/> w 取什么数值时，方程 y '+ 办'+砂=0的一切 
解在 U ，+〜） 上有界，其中 a 是某确定的常数. 


利用例4的结 论：当 />>0， g >0 时，方程犷+欠/十办= 0 

+ oo 时，都有 lim y ( x ) = 0. 从而知，此时 


的一切解 〆 工），当 

3^(工)在(^，+00)上有界. 

当 p = 0, q >0 时，方程的特征方程 A 2 +g = 0 的特征根为 A K2 = 


X 


士 y / r ~ g ~ i ， 故齐次方程的通解为 


y = C l cos xC 2 sin x 、 


从而知： yCr ) 在 ( a ，+ oo ) 上有界. 

当 /)>*0， g =0 时，特征方程 A 2 + pX ~ 0的特征根为 Ai = 0» A 2 = 

户，故齐次方程的通解为 




戶 C】+C 2 e， 

= 0，所以3；(1)在(<3, +°°)上有界. 

当 p < Q f q <0 时，特征方程的特征根为 

P 

— 1 + \//> 2 — 4 g )> 0 , A 2 = -|~(_ l — V /) 2 — 4 g )< 0 , 

故齐次方程的通解为 


— pCr ) 


因为 Hm 


e 
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3 ; = C ， ie A i a + C 2 e 


从而知 yCr ) 在 （ a ， + oo ) 上无界 • 

综上所述知，当/>>0,7^0或/ > = 0， g >0 时，方程 3'"+ A / +<73^ 
= 0的 一 切解在 (a ， +00) 上有界 • 


而 lim 




r = 


dx 


d 


例 6 求解方程 

所给方程是欧拉方程.作变换 Z = e "， 即 w = 则由 


£ % 


d ， 


dx 1 dx d 2 jr 1 I d 2 x dx 

dt t du 9 di 2 t 2 I du 2 du 


化为常系数线性齐次微分方程 


d 2 x 


d：r 


① 


㈤ _ 2 #= 0 , 


其特征方程为 A 2 — 2 A +1 = 0, 特征根/〃二1，故式①的通解为 

( C x ^ C 2 x ) e \ 

代回原变量，得原欧拉方程的通解为 

jt(0— (Ci -\-C 2 lnt)t. 

例 7 方程： y "+ 户 ( x ) y + g (: r )： y =0 的系数/ >( x )， g ( x ) 满足什 

■ 

么条件时，可经过适当的线性齐次变换^ = 0(2)〃(1)化为常系数 

■ 

线性齐次微分 方程. 并用此方法求解方程 




y '+ j：y + 


o 




3^ 


4 


设: y = a ( x ) w ( x ) ，代人方程 

y ’+ z>(:)y + g ( x ) jy = o ， 

a ( x ) w 〃+ [2 aU +/>(. r ) a ( jr )]«' 

+ [a 〃 (x) +p{x)a O) 十 g(jr)a(x)]w = 0 

要使式①成为常系数线性齐次方程，应选取 aCr ), S « W ， M 的系 
数均为 常数. 特别地，令^的系数为零，有 


得 


① 


务 Jp(*r)dr 


2 a f ( x )-\- p ( x ') aCx ) = 0 ^ a ( x)—e 


再代入式①，得 
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* 


tf 


- —p 2 (x) - —p f (x) u = 0 


u 


4 


从而知 y '+/>(^：)：/ + g ( x )^= o 经线性齐次变换 

Cr )， 可化为关于〃的不含一阶导数项的线性齐次方程. 


( x ) , u ( x ) = 


x = a 


)d.r 


e 


u 


当 ^ 的系数 


I(x)=q(x) - —p z {x) - ~p f (x) 


为常数时，方程化为常系数方程.因为方程①在线性齐次变换^ = 


1 f 

2 * /*( t 


Cr ) 下， / Cr ) 的值不会改变，又称 J ( x ) 为方程①的不变 
式. 故当不变式 /( r ) 为常数时，方程①可经线性齐次变换 


e 


u 


3^ = 


皆 / >Cr)dr 


Or ) 化为常系数线性齐次方程 


e 


u 


对于方程 r 2 y t / ^ xy / + 


2 


y — Q^P (: r ) 


， q(x) = 1 — 


x 






.T 


，因为 


4 x 2 


1 


1 1 


/(x) = 1 - ^ 








2 


4 x 


X 




dx 


所以，令 y = e 


，把原方程化为常系数线性齐次方程 


11 = — I — « 


X 


tt 


+ w = 0， 

其特征方程 A 2 + 1 = 0 的特征根为; l =± i ， 求得其通解为 


U 


= C]C0sx+C 2 sinx 


u 


代回原变量，得原方程通解为 


COSX 


S1I1X 


y —^\ 


+C 


x 


X 


例8设: yzeK ^ cosjr + Gsinx ) 是某二阶常系数线性齐次微 
分方程的通解，求该齐次方程. 

解解法一由通解知，此齐次方程的特征方程有特征根乜 2 
=1 士 i , 故特征方程为 

P (A) = (A — 1 — i) (A — l+i) = A 2 — 2A+2 = 0 ， 
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會 


即所求齐次方程为 y —2 y +2 ^=o 

解法二一'般方法是：由 


3^ = e r (C 1 cos,r+C 2 sin.r) ? 

y f = e r [ (C 2 — Ci )sin:r+ (C\ +C2)cosx ] ， 

[2C 2 cosx — 2C 1 sin^：3 > 


得 


tf 


X 


=e 




消去上述三式中的任意常数 CpQ ，即得齐次方程 

y ” — 2y H~2jy = 0- 


例9具有特解 M=e 
性齐次方程是 （ ）. 

(A) y m —y'—y +3^—0 ； 

(C) jy "’一 6y’+liy — 6^= 0 ； CD) y m — 2y lt —y +2^ = 0, 

解 由已知特解可知，齐次方程的特征方程有特征根总=1, 
^2.3= — 1，故特征方程为 


2 xe -%^ = 3 e J 的三阶常系数线 


~x 




，3^ 


(B) y ff/ ^y ,f — y f — ^ = 0 ； 


P(A) = (A— 1) (A+l) 2== A 3 + A 2 —A—1 = 0, 

所以齐次方程为 ，+ y '— y — y = o . 确定选 ( b ). 

例 10 设 〆 i ) 是四阶常系数线性齐次方程，由下列条件确定 
该方程，并求出通解. 

(1) 3^(1) 的一个解是 Pe —、 

(2) j (: c ) 的两个解是 cos 4 :r 和 sin 3: c ; 

(3) : yCr) 的 一 '个解是： ccos4x. 

解 （1) 若 x 3 e i 是方程的解，则由解的构成知 

也是方程的解，故方程的通解为 


—X 


一 J 


，e 


， xe 


一 ： r 


x e 


( C , + C 2 x + C 3 jt 2 + C 4 ^ 3 )e 


一 x 






八=一1是所求方程的特征方程的 4 重根，由 

(A+1) 4 = A 4 + 4A 3 + 6A 2 + 4A+1 = 0 


知，所求齐次方程为 


(4) 


+ 43 ^ + 6 j /’+ 4)’ + 1 = 0* 

(2) 若 coslr 和 sin3:c 是方程的解，则 sin4x 和 cos3x 也是方程 
的解，故方程的通解为 


y 
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jy = C' 1 cos4x+C f 2 sin4x+C f 3 cos3：r+C f 4 sin3x， 

±4i，A 3 , 4 ==±3i 是所求方程的特征方程的特征根，由 

(A — 4i)(A+4i) (A — 3i)(A+3i) 

(A 2 + 16) (又 2 + 9) = A 4 + 25 A 2 + 144 = 0 


即 Ak 






知，所求齐次方程为 


C4) 


十 25} "十 0* 

(3) 若 xcos4x 是齐次方程的解，则 cos4x，sin4x，xsin4x 也是 

方程的解，故方程的通解为 

jy = C 1 cos4.r+C2sin4x+C 3 Jccos4j ： + C4.rsin4^: » 

即芯 2 =士41是所求方程的特征方程的二重特征根，由 

(A-4i) 2 (A+4i) 2 =(A 2 + 16) 2 = A 4 + 32A 2 + 256 = 0 

知，所求齐次方程为 


3^ 


+ 32 ^+ 256^=0 




第五节 n 阶常系数线性非齐次方程解法 


主要内容 


«阶常系数线性非齐次微分方程 

/>Qy] = JV ⑷ … -\-a n y — f (jo) 

的通解等于其对应的齐次方程 


① 


② 


+ ^i^ c，l ~ U H - \~a ri - 1 y t ~\~a It y=0 


Oi) 


y 


的通解与它本身的一个特解之和. 

式①的特解可以由式②的通解用常数变易法求得，也可用下 

面介绍的待定系数法求得. 

加原理设有非齐次方程 L [: y ] = / i ( i ) + /2( J：)，a 

y l ( x ) ，^“工)分别是方程(尤 〉 = f z 的解，则函数 

(: r)+3； 2 0r) 是方程 Lb] =， （•: r)+/ 2 U) 的解. 


1 


1 


* 


^1 
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2. 设 /(: r ) = P ", U ) e ttT 


= e Ajc (/> 0 :r w …+/> 計 1 工 + /> 扣） 

Cl ) 当 a 不是特征根时，方程①有形如的特 


解，其中 


③ 


Qm (^ r ) = q 0 x m -\-q\J0 m 一 1 H - h q m -\X~\~q 

(2) 当 《 是) K >1) 重■根时，方 _ 有形如 
的特解， CLCr ) 是与式③相同形式的 m 次多项式. 

Q „, Gr ) 的系数，可以由待定系数法确定. 


m 


QJ 


3. /(x) =e a(r) [Pi n (jr)cos/?jr+Pi 2) (x)sin/3 ： r ] ， 


其中尸 ^( WfCr ) 是 x 的次数不高于爪的多项式，但至少有一 

个的次数为 

依欧拉公式，将 / Cr ) 改写为 


m 


+尸 i 2 ) Cr ) e ( fl D % 


i 夕 ）: T 


/(jr) = F / l 1) (x)e < 


其中 P ^ Cx )， P ^(: r ) 是 o : 的 m 次多项 式. 

(1) 若 ^ 士 W 不是特征根，则方程①有形如 


yi = Qm } (^)e (<,+, ^ )j: +Qi 2) (x)e 


(<r—i>9).r 


④ 


的特解，其中 Q :(： r )， Qi 2) Cr ) 是 x 的 m 次多项式 

式④也可以写为 


⑤ 


[Qi u (x)cos/?x+Qi 2) 0)sin/?x] 


y \ = ^ 


(2) 若 a 士 i /? 是 K >1) 重特征根，则方程①有形如 


(a —i^)x 


⑥ 


(a+i,S)x 


+Qi 2) (x)e 


yi =jc k ZQm y Cx)e 
3 ；! = x k e ar [Q^ (x)cos/?.r+Qi 2) 0)sin/?x: 


⑦ 


或 


的特解，其中 Q 2>( x )， QfCr ) 是系数待定的: r 的 m 次多项式. 

当尸：( X ) ， 尸 r u ) 中有一个恒为零时，方程①的特解仍具有 

式④、⑤、⑥、⑦的形式 • 


疑难解析 


求 n 阶常系数非齐次线性微分方程的通解有哪些步骤? 

答求非齐次线性微分方程通解的步 骤是： 
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(1) 写出对应齐次方程的特征方 程；- 

(2) 求出对应齐次方程的特征方程的特 征根； 

(3) 写出对应齐次方程的通解； 

(4) 求出非齐次线性方程的一个 特解； 

(5) 写出非齐次线性方程的通解. 

其中（1)，（2)， （3) 步的方法已在第四节中了解，关键的是第 

(4) 步.求常系数非齐次线性微分方程特解常用常数变易法、待定 
系数法、拉普拉斯变换法与算子解法.本节将讨论常数变易法与待 

定系数法求特解的问题，拉普拉斯变换法在第六节中讨论. 


方法、技巧与典型例题分析 


本节要求了解常系数线性非齐次方程解的结构，会求一般的 


常系数线性非齐次方程的通解与满足初始条件的特解，特别是二 


阶常系数线性非齐次方程的两类情形，并能由此讨论非齐次方程 
求解的一些问题 • 

例1求下列方程的通解 

(1) y ，一 7y +12 尸 5; 


(2) V’+4：y=8; 


d 2 r 


dr 


6 而 +9r=4e ; 


(3) y’+y+：y=3e 2T ; 


(4) 




(5) )〃 一 83/+ 73 / = 3x 2 + 7x+8; 

(6) y f, — 2)’+4}= (:r + 2)e 3 ' 

解 先求出对应齐次方程的通解，再由 /Cr) 确定非齐次方程 
特解形式，然后用待定系数法求出系数，得到非齐次方程的通解. 

(1) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 — 7A+12 = 0, 特征根为七 

3，A 2 = 4, 故齐次方程的通解为 




3 /=C 1 e 3 x +C 2 e 4 


因为0不是特征根，故原方程有形如％ 的特解 • 代人原方程， 

解得 A = 5/12. 所以原方程通解为 
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尸 W/12, 

(2) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 + 4 = 0,特征根为 A 1i2 = 

±2 U 故齐次方程通解为 


y=C icas2x-\~C z sin2x 


因为0不是特征根，故原方程有形如％ = A 的特解，代人原方程， 

解得 Z = 2, 所以原方程通解为 


十 C 2 sin 2 x + 2 


(3) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 + A +1 = 0, 特征 根为札 2 = 


(1 土 #1)，故齐次方程通解为 






v ^3" 


/y 


jc/2 


C\cos 


y = e 


因为 2 不是特征根，故方程有 形如％ = 的特解.代入原方程，解 

得4 = 3/7_所以原方程通解为 




jr + C 2 sin \ + 子 e 2 


-i/2 


C x cos 


y =^ 


(4) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 —6 A +9 = 0, 特征根; lu ：- 
3,故对应齐次方程通解为 


C!e 冰 +C#e 3p 




因为3是二重特征根，故原方程有形如 n = 哪特解.代人原方 

程，解得4 = 2.所以原方程通解为 

r =( C 1 + C 2 ^) e ^- h 2^ e 3 ^ 

(5) 对应齐次方程的特征方程为; I 2 — 8 A +7 = 0, 特征根々 = 7, 
A 2 = l ， 故对应齐次方程通 解为+ 


y = C l e 7 - t -\-C z e J: , 

因为0不是特征根，故原方程有形如: y ^ A ^ + Kr + C 的特解 • 代 

人原方程，解得 A = 3/7 , B = 97/49 ，C = 1126/343. 所以原方程通 


解为 
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(6) 对应齐次方程的特征方程为 f — 2 A +4 = 0, 特征根为; ^ 
=1 士 V ^ i ， 故齐次方程的通解为 


y = e r (C l cos \/^~ 工 +C 2 sin 


因为3不是特征根，故原方程有形如 
原方程，解得4 = 1/7,5=10/49,所以，原方程通解为 


(/ Lr 十召） e 3 j 的特解，代人 






10 


( C]Cos V ^' x + C^sin x ) + 

' J 2 求下列方程的 通解： 


1 +芒 e 3 


J ： 


y = e' 




49 


j 


(1) jo +6x + 13jc = e , (^ 2 —5/ + 2 )； 

(2) y tf ^\-y= 5sin2x ； 

(3) y tf — 23 /十 103 ； = :rcos2:r; 

(4) y ff -\^ 9 y — 18 cos 3 x ― 30 sin 3: r . 

dir 

= w 

6 A +13 = 0, 特征根为故齐次方程的通解为 

3 / = e 3, (C 1 cos2r+C 2 sin2f). 

因为1不是特征根，故原方程有形如 
代入原方程，解得 4 = l /8,5= — l /2， C = —1/32. 所以，原方程通 


dx 


( 1 ) 


对应齐次方程的特征方程为 A 2 十 


X 


X = -j— 

dt 


畢 


的特解 




: Vi 


解为 


e 3/ ( C 1 cos 2 i + C 2 sin 2 f )+ — ^ 2 — 


_ / -- 

T ~32 




X 


e 


8 


(2) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 + 1 = 0, 特征根为七. 2 = 

士 i ， 故齐次方程的通解为 


y — CiCOs . x -{~ C z sinx . 

因为士 2 i 不是特征根，故原方程有形如 : yi = Acos 2 x + Ssin 2: r 的特 


解-代人原方程，解得 A =0， S =_+. 所以，原方程通解为 


y — CiCosx -\- C 2 sinx — — sin 2 x 


(3) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 — 2 A +10 = 0, 特征根为； li , 2 ^ 
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=1 土 3 i ， 故齐次方程的通解为 


y — e l (CiCos3x-hC 2 sm3jr) 


因为 A =±2 i 不是特征根，故原方程有形如 


(Z x + ) cos2x 十 




(Cr + D ) sin 2 x 的特解 • 代人原方程，解得 Z = A ，5 ， C = 

ooo 


26 


— ■所以 ，原方程通解为 


29 


^^ e ^ CC ^ osSx + CijsinSx ) + 二 : r + ：^ cos 2 x 


26^ 1 338 


13 X + T 69| sin2 ^ 

(4) 对应齐次方程的特征方程为 f + 9 = 0, 特征根\ 

故齐次方程通解为 


+ 3 i ， 




^^"CxCosSjc+CasinSx 


因为 ±3 i 都是一重特征根，故原方程有形如 ^=^ r (/ lcos 3 x + 

6 sin 3: r ) 的特解,代人原方程，解得 /l = 5,5=3. 所以，原方程通解为 


y — CyCOs3x^-C 2 s[n3x-\-5xcos3x~\^3xsin3 


例3求下列方程的通解 


( 1 ) 


— 4x + 4x = e f + e 2/ + l ； (2) x +x = sina/,^>0 ； 

(3) 2y ,fJ t~5y r =cos 2 x ； 


(4) y '+2 y =3 + 4 sin 2 x ; 


(5) 


4~jr = sin/ — cos2i; 


( 6 ) 


— 2x +2jr = ， e’cos?. 


解本例中的习题要比前两个例题中的习题复杂一些，主要 
表现在方程右端的函数 /Or) 上.有的 /Cr) 包含两类函数，求解时 
要考虑叠加原理；有的 / U ) 要进行变形，使之可以利用已知方法 

求解；有的 / Or ) 中含有参数，要进行讨论.因此，读者在学习时要 
学会多思考、多分析、多比较,切实掌握方程的求解方法. 

(1) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 —4 A +4 = 0, 特征根为乜 2 

= 2,故齐次方程的通解为 


x= (Ci +C 2 ， )e 2 、 

因为1，0都不是特征根，2是二重特征根，由叠加原理，原方程有形 
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如的特解 _ 代人原方程，解得 z = 


9 B =1 , c = 




所以，原方程通解为 


* 


= ( C 1 + C ^) e 2/ + ^- + e , + ^ 2 e 2/ . 


X 


(2) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 + 1 = 0, 特征根1 2 = 士 i ， 
故齐次方程通解为 


x = CiCost-\-C 2 sint 


若 a = l ， 则因为±1是特征根，故原方程有形如+ 


SsirU ) 的特解，代入原方程，解得 A = — f ，6=0.所以 
方程通解为 


1时原 






jt = C ] cos £ 十 C 2 sim — —tcost 


若 aT ^ l ， 则此时原方程有形如 AsAcosaZ + Bsinaf 的特解.代 

人原方程，解得 A = 0， B = l /( l _ a 2 ). 所以， a 弇1时，原方程通解 


为 


.r=C 1 cosf + C 2 sinr+ - —— -^sinat. 


(3) 对应齐次方程的特征方程为 2 A 2 + 5 A = 0, 特征根 = 0 5 A 2 
一 5/2,故齐次方程的通解为 

尸 Ci+C# 




一 5.r/2 


由于 /( x ) = cos 2 .r = 了 （ l + cos 2* r ) ，0是特征根，± 2 i 不是特征根， 

故原方程有形如71 = Ar +^ ScosS ^ r + CsinZ ^ r 的特解.代入原方程， 

解得乂 = 1/10, B =_ 1/41 ， C = 5/164. 所以，原方程通解为 


一 5^/2 


+ —X— —cos2x + 

(4) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 + 2 A =0, 特征根;^ = — 2，/^ 

b 

= 0 , 故齐次方程的通解为 


：y = C \+ C 2 e 


182 
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C 3 e^ 2 l +C 2 


3 ; 




因为 o 是特征根， ±2 i 不是特征根，由叠加原理，原方程有形如力 
= Ar + Bcos 2: r + Csm 2： r 的特解_代人原方程，解得乂 = 3/2，5 = 

1/2， C = —1/2. 所以，原方程通解为 




y = Cie^~ 2x — ~ cos 2 x — — sin 2 x 


(5) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 + 1 = 0, 特征根 A 
故齐次方程通解为 


士 i ， 




1,2 


x = C 1 cos /+ C 2 sin ? 


因为土 i 是特征根， ±2 i 不是特征根，由叠加原理，原方程有形如 ^ 

= / Mcosr + fisin ,)+ Ccos 2£+ Dsin 2 z 的特解.代人原方程，解得4 

=—1/2 ，S = 0， C =1/3， D =0. 所以，原方程通解为 


x = C]COst^C 2 slnt — —?cos^ + —cos 2 / 


(6) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 —2 A +2 = 0, 特征根芯 2 = 1 
: H ， 故齐次方程的通解为 


( Cjcosz + C ^ sin ^)* 

因为 l ± i 是特征根，原方程有形如 4 = (/1 纟 2 +份+0士(^+0^ 2 
+ Et + F)eWmt 的特解 • 代入原方程，解得 Z = 1/4 ， C=0，D 

=1/4，£ = 0，/^ = 0.所以，原方程通解为 


x = e 


x = ( C 1 cos /+ C 2 sinf ) e / + —( cos ^+^ sinf )^ 


4 


例 4 求下列方程的 通解: 

(1) y'+^^sinxcos 工； 

解 （1) 对应齐次方程的特征方程为/ + 1 = 0,特征根 a K2 = 
士 i ， 故齐次方程的通解为 


(2) y ,f + lay 1 - {- a 2 y = ^ 


X 


y = C iC0sx-hC z sinx. 


由于 /( j :) ~sinjrcosx = — sin 2^» ±2 i 不是特征根，故原方程有形 

如 y x =Acos2x^\rBsm2x 的特解，代入原方程，解得乂 = 0,5 = 
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一 1/6 .所以，原方程通解为 


3 / = C 1 cosx + C 2 sin^r — —sin2x 


(2) 方程中含参数〜要进行讨论. 

对应齐次线性方程的特征方程为 f + 2 aA+W = 0, 特征根& 


若^=_1，则齐次方程的通解为 




因为1是二重特征根，故原方程为形如 M = Ar 2 ^ 的特解_代人原 
方程，解得 A 二 1/2. 所以，原方程的通解为 


C x -\-C z x-\-—x 




若 a 參一 1，则齐次方程的通解为 

{ C ,+ C 2 x ) e ~ a \ 

因为1不是特征根，故原方程有形如3^ = 4^的 特解. 代入原方程， 




3^ 


所以，原方程通解为 


解得 A = 


(1+a) 2 


(Q+c^n 






(1+ a ) 

例5用常数变易法求下列方程的 通解: 


2e 


( 2 ) y—2y+y=t- 

解先求出对应齐次方程的通解，再将通解中常数变易为函 
数，确定函数后即可求得原方程通解 • 

(1) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 — A ==0, 特征根 

一 1，故齐次方程通解为 


(1) y ’ 一 y = 


-1 ， 


rO-r+C*〆. 

设原方程有形如: y ] = C 1 (. r )# + C 2 ( x ) e - 1的特解，则 C ( Or )， 
q ( x ) 满足代数方程组 
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C [ ( x ) e r + C 《 ( x ) e _ J "=0, 


2 e 


JC 


C [ ( jo ) e r — C [ ( x)e 


—X 


X 




e 


C[ Cr)= 


-1， 


Cr) = ln | e x — 1 [ 一 x ， 

C 2 Cx) = — e r — In I — 1 | ， 


X 


e 


解得 


=> 


2jt 


e 


Q ( x ) = 

i 所以原方程通解为 


X 


—1 


e 


)ln le^— 11 —jre x —1. 

(2) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 — 2 A +1 = 0, 特 征根礼 2 = 

1，故齐次方程的通解为 


y = C 1 e 3 r -\- C 2 e ~ x ^ (e 


JT 


—X 


— e 


3 ； = C 1 e jr + C 2 j：e 


x 


设原方程有形如 ( x ) e T + C 2 ( jc ) 的特解，则(^ (: r ) ， 
G U ) 满足代数方程组 


C [ ( jc ) e x H - C 2 ( x ): re x = 0, 


X 


e 


C [ ( jr ) e J 十 ( j :) c x -\- C r 2 = — 


x 


C [ ( x ) — — 1 ， 


Cj (x) = — jc, 


解得 


=> 


C z ( a ： y=\n |:r J 


C f z ( jt )= 


f 


X 


所以，原方程通解为 


3； = e r ( C 3 J ：+ Ci+xln jx I ) ( C 3 = C 2 —1). 

例 6 在方程 : y "+3：/ + 2 ^y = /( x ) 中，/0)在[“，+00)上连 

续，且 lim / Cx ) = 0 •证明：已知 方程的任一解 j ； Gr )， 均有 lim 3 / Cx ) 


: r— + oo 


= 0 


证对应齐次方程的特征方程为 f + 3 A +2 = 0, 特征根 A ,= 
一 2， A 2 = — 1，故齐次方程通解为 


y = Ci^~ 2x -\-C 2 e~ 


X 


设已知方程有形如 + 的特解，则 

0：{(工），0(1)满足代数方程组 
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C[ (.r )gT +C; (: r)e' r = 0, 

一 


—C[ (.r)e — x = /(jt ) ， 


-2C((x)e 


X 


fiOdt, 


2t 


C x Cr) 


e 






C[(x)^-e u fCz) 

Q 0)=e r /0) 


0 


解得 


=> 


C 2 ( x )= 


0 


所以，已知方程的通解为 


X 


: T 


y = C l e" 2j -\~C 2 e 


2.1 


7 ⑴出 e r f(t)dt 


~x 






e 


0 


0 


x 


e f f ⑴ dt 

0 


e x /(x) 


因为 


lim 


lim 


=lim fXx) = 0 ， 




X 


T 


e 


e 




X 


2t f(Odt l 


e 


fix') 


lx 


e 


0 


=lim —f(sc) = 0 9 


lim 


—lim 


2.r 


2x 


2e 


e 


所以 


lim jy(.r) = 0* 

CO 

J 

即方程的任一解: yO ) ，当 + 00 时，均有3^0)趋于零. 

例7 设 : v = y (: r 〉 在（一 oo ，+ oo ) 内具有二阶导数，且 y #0, 

= x (： y ) 是 J = 3， Cr ) 的反函数. 


x 


(_ y ) 满足的微分方程 _ + (_ y + sinx ) 


djc 


⑴将 

换为 y = 3^ Cr ) 满足的微分方程. 

(2) 求变换后微分方程满足初始条件 3/(0) = 0 ，y (0) = 3/2的 


= 0变 


x = x 


dy 


解 


,dx 
% 


⑴因为 g =+ ，所以 


1，两端对 i 求导，得 




4 f + S (y)2=0 , 

„ ^ y 

■■— _■■ __ | ■ _■ ■■ _ 

dy(y f y (y ) 3 

代人原方程，得7 = 〆 ^)满足的微分方程为 


// 


tf 


d z x 


y 


d：y 


2 


① 


ft 


= sim 


: V —3^ 
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(2) 对应齐次方程的特征方程为 A 2 — 1 = 0,特征根 七=1，々= 
t ~1， 故齐次方程的通解为 


因为士 i 不是特征根，故原方程有形如 A = Ac OS x + Bsi n x 的特解. 
代人 （1) 中方程①，解得 /l = 0， B =— 1/2,所以， （1) 中方程①的通 


T 


解为 


) / = C 】 c 7 +(7# 


- .r 


— —sinx 


2 


代人 〆 0) = 0 ，y (0) = 3/2,得 = —1. 故所求初值问题的 


解为 


y ( x ) = c 


一 e— r — —sin.x 


例8验证函数 

_ y (‘ r ) = l +|^ + |^ + …+ 


3« 


X 


十…， 一 oo << x<I + oo 


(3n) J 

满足微分方程 y + y+J = e ' 并用此求幂级数 I ； gyy 的和函 

/i 0 


3« 


数 


因为■> >= 1 +赛+音+…+ 

JT^ JT^ 

y = -r -1- (- * * * + 

y 2! 5! ^ T 

=jr+ — + **" + " 


3n 


JC 




(3 ”）！ 




X 


+ …， 


(3« — 1)! 


3^( — 2 


X 


〃 


+ …， 


: v 


(3n~2)l 


CpO 


tt 


JT 


+y +3 ,= S 


① 


it 


所以 


x 


y 


n 


n~0 


显然，幂级数的和函数是方程①满足初始条件 〆 o )= i ， y ( o ) 

= 0的特解. 

对应齐次方程的特征方程为 A 2 十 A +1 = 0, 特征根乜 2 =—冬士 


4 i ， 故齐次方程通解为 
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攀 




x + C 2 sin 


— .r/2 


Cjcos 


~ e 


因为 1 不是特征根，故方程①有形如的特解 • 代人方程①， 
解得故方程 y '+ y 十:^二^的通解为 


/T 


^3" 


一 xI'L 


② 


十了 e 


C】cos ―-— jc+C 2 sin 


y = e 


x 


2 


2 


3n 


X 


因为若： 

/i— 0 

^-|,0 2 =0.所以幂级数芝; 


，则 有 〆 0 )= 1，y ( 0 )= 0 ,代人式②，解得 


(3n) I 


3« 


JT 


的和函数为 


^ (3n)\ 


v^T 




y(x) — 


cos —^jt + — 


—— OC><^X<Z + 00 


— e 


2 


例 9 设 : v = ： y ( x ) 是 ： y "+/> y +(7 _y = ek 满足初始条件 ）（0 )= 


ln ( l + P ) 


y (0) = 0 的特解，求 iim 

jr^O 

因为/>，？是常系数，由 〆 o ) = o ， y ( o )= o 可知 y '( o)=i 


3； U ') 


于是 


ln ( l + x 2 ) 


lx 


L 


- T=—lim 


lim 


—Iim 

j -*0 


2 




2xy f + {\-\-x 2 ')y 


ff 


1 +.r 

例 10 利用代换化简方程 

jy’’cos:r — 2y f sinx+3jycosx = e x ， 


3^ 


0 


并求出其通解 • 

解 因为 w = ： ycosj ：， 所以 


u = y cosx —— 3 ； smj ：， 
u”=y”cosx — 2y f sinx — ycosx ， 


从而，原方程化为 


① 


tf 


+ 4w = e 

方程①对应齐次方程的特征方程为 A 2 + 4 = 0, 特征根 A lt2 = 

■ 

±2 i ， 故齐次方程通解为 


U 
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C 1 cos2x+C 2 sin2x 


u 




因为 i 不是特征根，故方程①有形如的特解.代人方程①， 


解得所以，方程①的通解为 


= C 1 cos2^:+C 2 sin2^: — —e 


X 


代回原变量，得原方程通解为 


cos2x 

COST 


+2 C 2 sin " + 5^ eJ * 


c , 






例 ii 设二阶常系数线性微分方程 y '+ Ay + 砂 =5^ 的一个 
特解为: yl = ek 十（ l + J ：) e a ，试确定常数声，(?山并求该方程的通解. 

解 将 ^ 代人题给方程，比较各项系数，得方程组 

4 + 2/ >+g = 0 ， 

3 + 2/>+<? = 5 > 
p -\^ Q -\- \ — 0 

y ’一 3 y +2尸 


/>= — 3, 

<? = 2， 


=> 


— 1 ， 


则原方程化为 

对应齐次方程的特征方程为 A 2 —3 A +2 = 0, 特征根七=1，/1 2 = 
2 ， 故齐次方程的通解为 


X 


一 e 


2*r 


y = C 1 e x -\-C 2 e 


于是，原方程的通解为 


C 1 e x +C 2 e 2 " + e 2 "+(l+^)e 

例12设函数 pCr ) 连续，且满足 




_ _ 




X 


jr 


① 


90 ：)=#+ t<p{t)dt — jc <pit)dt^ 

Jo Jo 


求 〆 : r ) 


式①是 〆 X ) 的积分方程，对等式两端求导，得 


X 


<p{t)dt, 


< p f ( x ) 


a: 


=e 


且 ^(0) = 1,^ (0) = 1? 


0 


沪 "（ jt) =e x —沪(工）， 


② 


V’十妒 =e 


T 
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式②对应齐次方程的特征方程为 A 2 +1=0, 特征根 Au=±i， 
故齐次方程的通解为 


^=C ] cosx + C 2 sinx, 


因为1不是特征根，故方程②有形如奶 = 4(^ 的特解.代人原方程 
②，解得1/2.所以，方程②的通解为 


沪 = C^cosjt + C 2 sinj ： + —e 7 


由 p(0) = l，〆（0) = 1，解得0 = 1/2 ，C 2 = 1/2* 故 


<p= — (cosi+sinx+e’）♦ 


第六节拉普拉斯变换 


主要内容 


1. 定义 3.4 设函数/(〖）在区间 [0，+w) 上有定义，如果含 
参变量5 的无穷积分 


ViOdt 


f lim 


e 


e 


o 


0 


Ms 的某一取值范围是收敛的，则称 


① 


/⑴ ck 


FG) = 


—st 


e 


0 


为函数 / ⑴的拉普拉斯变换， / ⑴称为原函数， F(5) 称为象函数， 
并且记为 


父 [/ ⑴ ] 二尸⑴， 

其中，5是复数.但在一般问题中4取实数即可，且设 /(o 在[0, 
+00) 上总有定义. 

2- 定理 3. 11 如果函数 /(f) 在区间 [0，+oo) 上逐段连续，且 

• • 

存在数 M >0 兩>0,使得对于一切，>0,有|/⑴丨 < Me 、 则当5> 
时， FC0 存在. 


^0 
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3. 拉普拉斯变换的几个性质. 

(1) 线性性质设函数 / JO ，///) 满足定理 3. 11的条件，则 
在它们的象函数的定义域的共同部分上，有 

s^\cj x ⑴+ c 2 / 2 (o ] = a)]+c 2 ^[/,a>], 

其中 CpQ 为任意常数. 

(2) 原函数的微分性质如果尸（0,尸(0,…， / (n) ⑴均满足 
定理 3. 11的条件，则 


父[/’ （，）]=^ T /(，）]— /⑻ 


更一般地，有 

父[/⑷⑴]-/ 0, " ^(0), 

(3) 象函数的微分性质如果么[/(纟）]=/^)，则 


d 


'’/ ⑴ ck =—^[>/( r )]， 


^- F ( s ) 


te 




ds 


o 


更一 ^ 般地，有 


d 


« 


ya > d ^(- i )^[ r / a )] 


丁'尸 （5) = ( 一 1 ) 


rt 


fe 


— s 


dv 


0 


(4) 原函数的积分性质如果父 [/( z )] = FG )， 则 


-J 0 - 


= 丄尸⑴ 


s 


(5) 象函数的积分性质如果父 [/(/)] = FC 0, 则 


fit) 


Fis ' yds . 




(6) 位移性质如果 W [/ ⑴: l ^ FOO , 则 

^[ e < jr /(0] = F (5- a >- 

(7) 延迟性质如果 2 t/ ⑴] =FG)， 又 f<0 时，/(，）<0,贝！ J 

对任一非负实数 r ， 有 


[/(， 一 r) ] = e- 7 (S) • 

4. 初值定理若父 T/ ⑴ ] = FCs)， 且 UrmFG) 存在，则 


lim /( f )= UO ) 或 /(0)= lim sF { s )- 
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5. 由象函数求原函数的运算称为拉普拉斯逆变换，记为 
常用的拉普拉斯逆变换可以通过査表 3. 1求得. 

表3, 1 


序号 原函数/⑴ 象函数 = 


St / Q)dt F Or ) 的定义域 


s>0 


s ^>0 


是正整数) 


5>0 


re 


Gl 是正整数) 


s>0 


sina^t 


s ^>0 


COSOi 广 


shm 


ch<ot 


10 


s>0 


11 


tsincot 


5>0 


tCOSOJt 


5 2 + OJ 2 ) 2 


e ^ sino >^ 


13 


)2 + w 2 


14 


e cosoif 


) 2 + 


te at s\n(ot 


15 


[( 5 —a) 2 + oj 2 ] 


(5 — a ) 2 — 


te^cos<ot 


16 


[(5— 
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疑难解析 


怎样用拉普拉斯变換法求解微分方程的初值问题？要注意娜 


些问題? 


答拉普拉斯变换是积分变换的一种•所谓积分变换，就是通 

过积分运算，把一个函数变成另一个函数的变换 ，一 般是含有参变 
量 a 的积分 


F ( a)=J f ( OK ( t 9 a ) dt , 

其中， a ) 是一个确定的二元函数，称为积分变换 的核. /(20称 
为原函数，尸(《)称为 /( O 的象函数，在一定条件下，它们是 一一 对 
应且变换是可逆的.当选取不同的积分域和变换核时，就得到不同 
名称的积分变换.拉普拉斯变换的积分域是[0，+〜），变换核是函 


数 


—st 


用拉普拉斯变换法求解初值问题的基本思想是 ：先利 用拉普 

拉斯变换将已知方程化为代数方程，再求解代数方程，然后通过拉 
普拉斯逆变换求得已知初值问题的解.其流程如图 3.1 所示. 


象原函数 
(微分方程的解) 


象函数 


拉普拉斯逆变换 


解代数方程 


象函数的 
代数方程 


取 


微分方程 


拉普拉斯变换 


图3, 1 

拉普拉斯变换法不仅可以 求解” 阶常系数线性微分方程的初 

值问题，还可以求解某些偏微分方程与积分方程问题 • 

使用拉普拉斯变换法时要注意以下问题_ 
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(1) 所讨论函数 /(() 的拉普拉斯变换是否存在，即 /(o 是否 
满足定理 3. 11的条件.对于在整个区间 [0，+oo) 上有定义的函 
数，不一定在整个区间上满足定理 3. 11的条件，很可能只在 s 的不 

同区间上有定义.例如/(〖）=1，对 s>0 有定义；而 /(0 = e “， 对 • 
a 有定义. 

(2) 在拉普拉斯变换中，参变量 s 是复数.但对于常系数线性 

微分方程来说，只需考虑5是实数的情形. 

(3) 由象函数 FCv) 求原函数^00,称为拉普拉斯逆变换.如果 

直接去求，要进行复杂的复变函数 积分. 一般做法是，将 YG) 分解 
为最简分式，利用拉普拉斯变换表査得各个最简分式的原函数，即 
可得到〆 O. 因此，读者必须熟悉拉普拉斯变 换表. 表 3.1 不够用 
时，可査数学手册. 

(4) 在求解的过程中，同时用上初始条件，求出的结果就是特 
解，可以避免先求通解再由初始条件确定任意常数的运算 • 


方法、技巧与典型例题分析 


II求下列函数的拉普拉斯变换 

0， 0<，<5， 

Z — 3， ; 

0， 0«|， 


(1) g ( t ) = 


(2) git ) = 




smtf 


(1) 将 5 •⑴ 表示为 


0<亡<5, 

{ t —5)+2， 


0, 




/r(5)=70+2] = Y[>] + 2^Tl] = 4 + 土， 


由 




— St 


—H — 

#*6 C * 


得 


194 


这里，应用了延迟性质，即令 / O ) = / + 2, i >0, 所以 r =5. 从而得到 

上述结果. 

(2) 将表示为 


丌 




0, 




7 T 


丌 




COS t —— - 


令 /( f ) = cos ^ X )， 所以 r =7 r /2, 由 

FC.O =5^f[cos/] = 


s 


/+r 


s 


得 


/[ 〆 ，）]= 

例 2 求下列函数的拉普拉斯逆变换 


一 们 /2 


-ns /2 


F ( s ) = 


e 


e 


+ 1 


5 


H 2 — £ 1 ^ 

0 2 + a 2 ) 2； 


(1) F 00 


(2) FCO = 


(外 1)， 


s 


5 1 


(3) FCs ) = 


;(4) 尸⑴ = 


c 


(J +1) (5 — 2) (.v + 3) 

解一般要先分解因式，再通过査表求得象原函数. 


. V 2 +5 + 1 


— 1 1 

=」+ 4 + _ 


(1) 


5 +1 ， 


作 +1) 


s 


所以 


fiO=9f- 1 


—t 


— r — 1+/ 十 e 


2 


(y + 1) 


s 


s 2 — a 2 

(?+ a 2 ) 2 


(2) / ⑴=父— 1 


— tcosat 


-1/6 , 1/15 , 1/10 


(3) 


(^~h 1) _ 2) (5 + 3) 5 + 1 


所以 


f(0 


+ T ^ e 2/ + T^：e 


一 3, 




e 


■ ■■■■ ■ 


15 


10 


,. v ^ y /2 

•s 2 + 外 1 — (. + l/2) 2 + 3/4 + (5 + l/2) 2 + 3/4 ， 


J +1 / 2 


5+1 


(4) 


^, + ^sin 


v^y 


^+i 


所以 

又由 父一 1 


]= e —" 2 ( 


cos 


2 


+5+1 


2 


^3" 


v + 1 


e 


5 2 +5+l 
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v'T 




— “ 一 ir)/2 


t~\~- . —sin 


t , t^>n, 


cos 


e 


2 


/T 


t<in 


0, 


例 3 用拉普拉斯变换法，求下列各方程的初值解 


e 2i = 0 ； 


( 1 ) 




x 一 x 


(2) x+3 x +3i+ j ： = 1 ， x(0) = i (0) 

( 0 ) = 0 , 

(1) 设 2Tr(Z)] = XG ). 对方程两端同时取拉普拉斯变 


(0) = 0； 




x 


(3) x +2 x+x = e — ^ ， x (0) 






m 


换，因为 


— = — S^f\^x^] : =X(s) Cs 一 1 ) ， 

^[ e 2r ] = 


- 2 , 


S 


所以 


XO ) = 


is — 1)(5 — 2) 5 — 2 

(t) —e 2t — e\ ( 用表 3. 1 中公式 4) 


s—l 


故 


x 


(2) 设 Y|>(0] = XG)_ 对方程两端同时取拉普拉斯变换，因 


为 


^f\^x ~\~3 jo +3x+x] = X(j) (s 3 + 3s 2 + 35 十 1 ) =X(5) (5 + 1 ) 3 ， 


^[1] = -， 


s 






(5+ i ) 3 + (5+ i )2 + ^Fi 

_ 

得 1 ⑴ =1 —f (p + 2f+2)e—. ( 用表 3. 1 中公式 1 ， 5) 

(3) 设 = 对方程两端同时取拉普拉斯变换，因 


得 X(s) — 




5(5+1) 


s 


为 


[ X +2i+x] = X0)(5 2 + 2：y + l) = X(5)0 + l) 2 , 

y [ e _] = 


5+r 


196 


* 


得 


X(s) = 


(5+1 ， 

(用表 3. 1中公式 5) 
例4用拉普拉斯变换法，求下列方程的初值解 


xiO — -t 2 e 


得 


— / 




-\-a 2 a: = bsinat ^x(0) = x 0 ， J: (0) = 工 0 ; 


( 1 ) 


x 


— 3 jy +2 ：y = e 3 '，： y (0) = 1 ， y (0) = 0; 

— 2y ~\~y = te f ? jy ( 0 ) = 0 , 3 / ( 0 ) = 0 . 

(1) 设⑴ ] = XG ) •对方程两端同时取拉普拉斯变 


( 2 ) 




(3) 


3^ 


换，因为 


父 [J ： +a 2 J ： ]=XG) G 2 +a 2 ) — SXo _ X 。， 


ab 




2 


-- a 


0 + 1) 工 


ab 


0 


得 


XCv) 


， p I 


0 2 + a 2 ) 2 5 2 + a 2 




^-? cos <3/+ j ： ocosaf+~sinai 


得 


2 


2 a 


2 a 


a 


=—^[(b + 2ax 0 )sinat-\- (2ax 0 ~abt)cosat^\^ 

2a L 

(2) 设 ^ fLy (0] = y ( 5 ). 对方程两端同时取拉普拉斯变换，因为 

y —3^ +2^] — ^ (^) — 3^ + 2) —5 + 3 ， 


i ^[ e 3r ] = 


-3, 


5 


5/2 2 1 1/2 

5 —2" h ^ II 3 , 


2 


65 + 10 


s 




得 


Y (5 ) = 


( s — 1) (万一 2) — 3) s — 1 

:V 音 〆 — 2e 2< + ye 3< 

(3) 设 ^ fLyCOJ -^ CO . 对方程两端同时取拉普拉斯变换，因为 

9 fly _ 25 /十 1 ] = 7(5)(^-2 5 + 1)=70)0 — I ) 2 ， 


得 


is — 1 ) 2 ’ 
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得 


Y(s) = 


0 — 1 ) 4 


得 


fc yCO = ^ r /V = ^ 3 e / . 

O ] o 

ms 用拉普拉斯变换法，求下列初值问题 的解： 

(1) : y 〃 +2y 十 

1， 0«丌， 

/>7T ; 

(2) y rf -\~y — h(t) jjy(0) = y(0) = 0, 

0，0</<1， 

令 1- 

(1) 设 Wly (0] = yCv ), 对方程两端同时取拉普拉斯变 


其中 


hit) — 


0, 


其中 


hit) — 


2, 


换，因为 


^[y / +2y+5j]=yco g 2 +2^+5) ， 


n 




e~ si h(t)dt = 


— st 


d /= — (1 —— e 


― ns 


)， 


e 


s 


o 


0 


—nt 


1 — e 


得 yco 




. v (5 2 + 2 s + 5) 

11 1 5 + 1 1 2 

5"O + l) 2 + 4~10(5-H) 2 + 4 


(1 — 


s 




而 


— cos 2^ + TT ： sin 2^ 




e 


s(s 2 -\-2s-\-5) 


5 


10 


^ f 1 


—KS 


e 


s (s 2 -\~2s + 5 ) 


0«丌， 


0, 


一 Ct 一 *0 


—cos2(^ —7t) + —sin2(^ —tt) 


f>7T ， 


e 


10 




(1- e ^) 


(5 2 + 25 + 5) 


s 


1 — e _ M cos2^ + —sin2^ ， 


， 




—(e w — l)cos2f+ -^(e" — l)sin2f ， 


t^n 
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(2) 设对方程两端同时取拉普拉斯变换，因 


为 


父[，+)'] = /⑴ G 2 + l )， 

的厶 ⑴]= 


— e 


s 


2^ 


所以 


YCs } 


e 




— e 


5 (5 2 + 1 ) 


+ 1 


S 


S 


Is 


而 


父一 1 


= 2 — 2 cost ， 


•v 2 + l 


s 


0</<1， 

2 —2cos (卜 1) , 


0, 




—t 


e 


Cv 2 + 1) 

me 求解下列初值 问题： 

(1) ^ 2 ~ + 4 室 + 13)=18e- 2 ’sin3/ ，： y(0) = 0 ，： y’(0) = 0; 


s 


d 3 v 

( 2 ) ^^-\-8y = 32t 3 — 16t 9 y(0)=y r ( 0 )= 3 ； "( 0 ) = 0 . 

因为 《 阶微分方程可写为 

d ^ _1 

1 

设 70(0] = YG )， 则 

(1) ^[ y ,f + 4 y f +1 3^] = Y (5>(5 2 + 4 j + 13) , 

^ f [/ i 0)] = 


d 


d 


/i-2 


dy 


n 


y 


y 


y 




r+^2 如卜 2 + … i ： jt+/w = A “) 


«一 


54 


Of +2) 2 十9, 


54 


所以 


Y (5)= 


[ Cv + 2) 2 + 9] 2 , 


54 


y ( t ) 


一 2t 


isin3t — 3tcos30 ^ 


=e 


[ G +2) 2 + 9] 

(2) ^[^ + 8^] = 7(.00 3 + 8), 


2 


192-165 


)]= 


5 


所以 


T 192-165 

L 7 乙 3 + 8 ) 


y ( 5 ) = ^- 
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畚 



3 2 , 24,^__1__ ,7^ 

" 4 3*s + 2 3 — 2^H~4 3 s 2 — 2s+ 4 


5 


I 




S 


s 


s 


2 


— — 4i 3 — 2t — 3 十了 e — 2 ’ + 了 e* (7cos 3、+ 3- sin 3 


例 7 求解下列 方程; 


(1) — 2 ^-^ + 5 髮 = 0 ， y(0) = 0 ， j/(0) = 1 ，_y 


n 


= 0； 


d ? 3 


dt 2 


d A y 


( 2 ) 


-\-4y = 4 $y(0) = y f (0) = y t/ (0) = y ff/ (0) = 0 


dt A 


(1) h (t) = 0f^f\^h (/) J = 0 


^Ly m ~2y ff - (s 3 — 2s z ~\-5s)Yis) — 5 + 2 — C 3 , 

_ 

y(t) 


s 一 2 +C *3 

5 3 — 2 ^ 2 + 55 

1 C 3 — 2 , 2 — C 3 

r- _ I ^ 


2 C 3 + 1 


s 




—1 


- 2.9 + 5 


5 


— 25+5 


5 


s 


s 


= 2 + 2 COS 2/ + 4*sin2^] + 


2C3 + 1 4 eW 


5 


2 


2 


TC 


代人条件州 ： =0，得(： 3 = 2,故 


y(t} = ~e r sin 2 / 


注当方程为三阶微分方程时 ) 式中，分子为 

C \ ( s 2 - hp l s -\- p z ) + C 2 G +/>)+ C 3 , 其中 ^ = 3 ；( 0 ) , C 2 = y (0) , c 3 = 
( 0 )， 所以)中分子为 . 9 —2+ C 3 . 当方程为四阶微分方程时， 

() 中分子为 C 】 (s 3 -\-p 1 s 2 -\-p 2 s-\-p 3 )-j~C 2 Cs 2 -\-p 1 s~\-p 2 )-\-C 3 (. 

十户 1 ) + C 4 . 

(2) 〉= 4 ， 6f[/Kf)] = + ， 

^ry 4 )+4]=G 4 +4)Y(5), 

因为 C *1 = C *2 = ^3 = C *4 = 0 ，所以 

3/(,) — ^ 


tt 


y 


s 


-iT4 1 


J 




4 


s(s 4 — 4 ) 


+ 4 


5 5 


(chusinu 一 shucosu)du 




4 


0 
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= — [e w (sinw 一 cosw ) + e _w ( 一 sinu — cosu ) 


(cos«/ + sinw) +e~ rt ( —cosu+sinw)! |o 


_ e 


=1 — sh ^ cosf * 

+ 4 y + 83 ^ = sinx » 3 /( 0 ) = 1 ,y ( 0 ) = 0 

7[ y '+4 y + 83 /]= ( s 2 + 4 s ^ 8 W ( s ), 


例 


tf 


y 


m 


^f[A(x)] = ^pY ， Co=l>Ci —0 


5 + 4 


故 


yo >= 


s 2 -\-4s-\-8 (/ + 1) 0 2 + 4j+8) 


■y + 4 


所以 y ⑴ 1 


+ 45 + 8 0 2 + l) 0 2 + 45 + 8) 


(e~ 2x cos +e—%in2x ) 




4 


4 


+ — —COSX + — sinx + —e _2 ^cos 2x-\- — 2jr sin2：r 

l 65 65 65 130 


努 cos2x+^|^sin2x j +~sinx —盖 cosx 

65 loO / oo 65 


-2x 


=e 


65 


第七节二阶常系数线性方程与振动现象 


主要内容 


描述弹簧振动的方程 


d 2 x 


dx 




m 


dt 2 


若/(?)^0,即没有外力，方程 


d 2 x 


dx 


_ + // _ +rx = 0 , 


m 


则称弹簧的振动为阻尼自由振动 • 

若 /( O = o , 且户=0,既没有外力又忽略阻力，方程 
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d 2 jr 


疋 +— 0, 


?n 


则称弹簧的振动为无阻尼自由振动或简谐振动 

(1) 简谐振动_方程改写为 


jtr 

研+1=0, 


① 


①， 


通解为 


x = Cicoskt -^C z sinkt 


(2) 阻尼自由振动 • 方程改写为 


d 2 jr 


d ^: 


② 


-\~2n T 7 + 走 2 x = 0 


dt 


At 2 


因为对应齐次方程的特征方程 A 2 + 2 nA+P = 0 有特征根；^, 2 = 


— n 


( i ) n 2 — 々 2 <0,方程②的通解为 


②， 






X 


若工（0)=了。，以（0)=切>，则 


klxl+ivo + nx^) 


{k l = k 2 — n 2 ). 


A = 




( ii ) n 2 — P = 0, 方程②的通解为 

= e- n, (C a +C 2 r). 

( iii ) n 2 —々 2 >0, 方程②的通解为 

+ C 2 e 


②〃 


X 


② 


— (n — h、t 


m 


— (rt+A)f 


jo Cj c 


其中 h = n 2 — k 2 . 

(3) 阻尼强迫振动.外力 / U )= gsin 外方程 


da: 


d 2 工 


③ 


+ 2w ^^k 2 x = qs\npt^ 


dt 2 


方程③在 n 2_ 々 2 〈0 时，有通解 


③' 


^4 e -,li ( sin ^^+ or ) + jBsin (/>^ —占〉 ， 




x 


2np 


ft \ X 0 

v 0 ^-hjo 0 


其中 ki=k 2 ~n 2 9 


< y=arctan 


flr=arctan 


k z - p ” 
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疑难解析 


为什么要讨论振动现象？ 

答 讨论振动现象主要是为了了解二阶常系数线性微分方程 
的应用及研究其解的物理意义. 

二阶常系数线性微分方程 


不同的振动 

形式，因而得出不同的解，具有不同的物理意义_振动系统与电学 




系统之间的相似性，使得它们在各自求解过程中的数学运算结果 

完全一致，因此对振动系统的计算结果可以照搬到电学系统上去 • 

在研究二阶常系数线性微分方程应用的同时，讨论振动现象 
也有它自身的 意义. 


方法、技巧与典型例邇分析 


在求解振动系统与电学系统的实际问题时，读者应该对力学 
与电学的基础知识与基本定理有所了解，正确建立微分方程，然后 
使用适当的方法求出方程的解，解决具体问题. 

例1 一拉紧弹簧所受到的拉力与它的长度伸长成正比，当弹 


簧受到1 kg 拉力时，其长度增长1 CXB. 今有重2 kg 的物体挂在弹 

簧下端，保持平衡.假若将它稍向下拉，然后再放开，试求由此所产 
生振动的周期. 


解 产生的振动是一简谐振动，振动的周期为 
其中， A 是弹簧的静止伸长是重力加速度.依题设条件，得1= 


2 cm ， 故 


T = 2 兀 / 2 / 茗 . 

J2 一 重为/> = 4 kg 的物体挂在弹簧下端，它使弹簧的长度 

假定弹簧的上端有一转动机产生铅直调合振动1= 


增长1 

2 sin 30/( cm )， 并在初始时刻 f = 0 时，重物处于静止状态，试求该重 


cm 
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物的运动规律. 

解取竖直线为1轴，正向 向下. 设 X (0 表示时刻 〖物体 的位 
移，则依牛顿第二定律，有 


其中 m 是物体质量， F 是所受各个力的合力 • 弹性力为 2々 sin 30/， 指 
向 向下； 弹簧恢复力为一 々. r ，所以，有微分方程 

+々, r = 2々 sin 30 f . 


mx 


① 


mx 


由题设知 ， w = ^，々 = 4000_ 式①化为 


g 


4000 - 
- x 


② 


+ 4000 x = 8000 sin 30^ x +^ j := 2 sin 30 i 


g 


其对应齐次方程的通解为 


x ^ C^os ^/~g t -\~ C 2 sin t . 

因为 ± 30 i 不是特征根，所以式②具有形如 a = Acos 30 f + 5 sin 30( 


2 g 


的特解.代人方程②，解得 A = 0 ，B = 


故式②的通解为 


^—900 


2 g 


— C x cos f - hC 2 sin t-\r 


sin 30 f 


^■—900 


— 60 ^ 

Too - 


代人初始条件: f (0) = x (0) = 0，得(7 1 = 0，(7 2 = 
求运动规律为 


，所以，所 


2 gsin 30 t — 60 * J~g sin t 

g — 900 

例 3 —质童为 m 的质点由静止开始沉人液体中，当下沉时， 

液体的反作用力与下沉的速度成正比，求此质点的运动规律 • 

解设比例系数为 h 下沉方向为正向，在时刻 （下沉 的位移为 
: c (0 ，则依牛顿第二定律，建立方程 

mg 一 kx f 


JT (i ) = 


(0) = x (0) = 0, 




mx 


k 


k 


其对应齐次方程的特征方程 A 2 + : A =0, 特征根 Aa = 0, A 2 = — 
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故齐次方程通解为 


一 kt/m 


x = C x +C 2 e 


因为0是特征根，所以原方程有形如;^ =丄的特解.代人原方程， 


解得故原方程通解为 


k 


丁々 1 


At/m 


x — C l -\~ C 2 ^ 




m z g 

iT^ 丄 2 


z 


=¥• 所 


代人初始条件工(0) = x (0) = 0,解得 = 

以，质点的运动规律为 


k 2 


k 2 


m g 




一 kt,Tfl ) 




(1 


t — 


— e 




k 


k 2 


例 4 一链条悬挂在一钉子上，起动时一端离开钉子 8 m ， 另 

一端离开钉子12 m ， 分别在以下两种情况下求链条滑下来所需要 
的 时间： 


(1) 若不计钉子对链条所产生的摩擦力； 

(2) 若摩擦力为1 m 长链的重量 • 

(1) 设在 时刻/ 时,链条上较长一段垂下长度为 x (0. 设 

链条密度为 iO , 则拉动链条下滑的作用力为 

I 

F = xpg — (20 — 工） pg = 2pg{x — 10) ’ 




ma 


得微分方程 


g 


① 




X ——X — 


—g 


10 


由特征方程 A 2 — 盖= 0得，特征根;^= 土 〆 卷•故方程①的对 

应齐次方程通解为 


= C 1 e~ /OT/ +C 2 e /OTf 


JO 


设方程①的特解代人方程①解得 A =10 .所以，方程①的通 


解为 


^gTiot 


^gTTot 


jo=Cie 


+ C 2 e 
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代入，: ^0) = 12，工（0) = 0，解得(： 1 = 1，(： 2 =1，所以 


(e -/ TO + e / FT ^) + 10 , 


JC =: 


2 


x 


cosh ( Vg ] 10 1 ) 


7 — 5 , 




10 


10 


x 


x 


tXt= 


— arcosh —— 5 


in 


— 5 + 


g 


g 


当: r =20, 即链条完全下滑时，有 


Vf in(5 _ 2/y) 


(2) 因为 


F = xpg— (20 — x) pg— Ipg ^ 


ma 




所以，微分方程为 


g 


② 


tf 


- 1 . 05 ^* 


x — —jc~ 


10 


与题 （1) 类似，求得式②通解为 


— ^/gTTot 


/^7 To / 


C]e 


+ C 2 e 


+ 10. 5 


x 




且可解得 0=(^2 = 3/4, 


夺 （ e -/ OT + e ^7 i ^) + 10 . 5 , 


x = 


2工 


g 


所以 


cosh 


— 7 


—t = 

•mm 


10 


3 


^/ = a/— arcoshl 与 一 7 


10 


10 


\ 2 


2 


—In 


— 7 + 


—1 


_ rj 


—x 


—x 


S 


g 


当 i = 20, 即链条完全滑下时，有 


i^ln MI + 4/22 


8 


例5在 LC 电路中（图3.2)，先将开关拨到“1”处，对电容器充 

电到电源电压 U 。， 然后再将开关拨到“2”处，如果 C =2 Xl ( T 9 F ，/> 


206 


* 



= 5 X 1( T 4 H ， 求此 LC 电路中的电流 

ko 和电容器两端的电压 

由基尔霍夫 ( Kirchhoff ) 定 

律，得到关于电流/的方程为 


d 2 l 


4+斤 =0, 


U 


/(0) = 0， i f (0) = 


L 


解此常系数线性齐次方程，得特解为 


C . 


KO = U 


L 


/LC 

代人 C =2 X 10— 7，1=5/10— 4 ^得电流为 


U 0 


sinlO 6 ? 


i(0 = 


5 X 10 

再次由基尔霍夫定律，得到关于电压 f / c ： 的方程是 


A2TJ 

LC ^^+C/c = 0, U c (0)=U f cW = 0 


解此常系数线性齐次方程，得特解为 


= t / 0 cosl 0 6 ,. 


UcU)=U 


cos 


yzc 

例 6 有一 ‘ LRC 电路，其中 Z / C 并联，再与尺及电源 

串联，试求：（1)通过电阻尺的电流强 

度； （2) 在角频率等于何值时，电流强 

Q 度最大或最小 • 


h 


B 


L 


P 


电路如图 3. 3所示.电压极 

性与电流方向按图 3. 3中所示方向标 
定.考察结点 P 的电流及回路 

ABQDA ^ APQDA 的电压，根据基 

尔霍夫定律，得 


C 


R 


D 


A 


E—Usmwt 


3* 3 
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① 


+t 


2 > 


iR+L — Usiruot 9 


② 


dt 




③ 


微分式①，得 


di 


2 


④ 


■ - - ■ . - - - T ■ 

dt dt dt 


由式②与式③解得 


d z i 


1 = — CU ( o z smcot — CR 


^-j-CUsinm-iR), 


d ? 


代入式④，得二阶常系数线性非齐次方程 


u t , 丄 VAt ■ 丄 • U I 1 2 \ . 

dP + CRdt + CL z ^R\W~ C ° ]sln€ °^ 


d 2 i 


⑤ 


其对应齐次方程的特征方程 A 2 + +A + 3 r = 0 有特征根 A 


1,2 


A ，其特征根或为负实数或为具有负实 


+ 


CR 


CL 


CR ^ 


部的虚数，故其通解描述暂态过程，即其作用随时间推移，将很快 


消失 


方程⑤有形如 A = Acos ^+ Ssiiu ^ 的特解，代入方程⑤，解得 

UI 1 

R\CL 


2 


Ucol 1 


Z 


— 0) 


― fit 

CR 2 \ CL 


， B 二 


>1=— 


2 


2 


2 


O) 


OJ 


2 


— cu ^ I — 


- - CO 

CL 


CR 


CR 


CL 


^[ul 


~ OJ 


2 


O) 


sin ^ 


COSOJt + 


故 i = 


— W 


CL 


2 


2 


C0 


—出 2 + 


CR 


CL 


U [ 1 

RiCf , 


— W 


U 


取极大值 X ; 


当 0)=0 或 0)=00 时，振幅 


0) 


+ 


一 O) 




CR 


CL 


208 


当 


t 时，振幅取极小值 0. 

17有一 LRC 电路，其中尺 C 并联，再与 Z 及直流电源£:串 

联，试求通过电感 L 的电流假定在时,〖 = 0. 

电路如图 3.4 所示，电流方 

向按回路中所示方向标定.考虑回路 
ELCE 与 GRC 的电压，依据基尔霍夫 
电压定律，得 


L 


(i — i x )dr=0 

将式①与式②相加，得一阶常系数线性微分方程 


图 3. 4 


② 




C 


③ 




微分式①，得 


d 2 i 


dH 


L df^C i ~C { ^ = 0 ^^ =CL dP + 1 


代人式③，得二阶常系数线性微分方程 


d 2 i 


E 


④ 




式④对应齐次方程为^ 2 + ^^4十@ = 0，其特征根 


2 CR ± 


2 CR 


CL 


(1) 当¥>&时，对应齐次方程通解为 


flf (CiCOsh/?^+C 2 sinh/?^) 


因为数0不是特征根，所以式④有形如^=^4的特解.代入原方程 

④，解得6 = £/尺，故方程④的通解为 
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E 


⑤ 


^ H~e ut (CiCOsh^-hCasinhjSf) 


■ 

1 = 


E 




代人初始条件 K 0) = 0，^(0) = f ，得 - 


从而 


曼 { 1- e- 财 「 cosh/?,+( ^"- jr^j sinhfit | 


(2) 当时，类似可得 


| { 1 — e —" [ co ⑽’+ (吾— £；) sin ^] } ， 


其中 


2 


- 0L 

LC 


0 )— 


一 6 


例8有一电路如图3, 5所示，已知£ = 20 V，C = 0. 5 X 10 

h 

F，L = 0. 1 H ，/?=2000 f 2. 若先将开关拨向乂，达到稳定状态后再 
将开关拨向求电压 t / c (0 及电流 KO . 

由基尔霍夫定律，得 


A 


B 


K 


9 


E ~ L dt-i^ Ri =° 


E 


L 


C 




因为 g= f / c c 々 = 岩=以(：， $= me ， 

所以有 


R 


R 


① 


⑽ + 子防+六 


0 




L 


R 


由于 V = 2 X 10 4 , & = 0.2 X 10 8 , 故式①化为 


L 


② 


^+2X10 4 [/ / c + 0. 2X10 8 t/ c =0 

式②的特征方程的特征根 A = —1. 9 X 10 4 ， A 2 = —10 3 , 所以式②的 


通解 


3 


-1,9X10^ 


+ C 2 e - 10 0 V 


t/c = (C^e 

■ 
p 

代入初始条件 tA ：(0 ) = E = 20 V ? Uc (0) = 0,解得 C 】 = — ~ 9 C 2 = 


10 
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— .于是 


10 


3 


4 


一 104 


-1. 9X 


U c =2 ~^r(l9e 


) V ， 


— e 


1 Q > 

: = ^X10^ 2 (e 


3 


~1. 9X10"/ 


—l(Tf 


)A 


— e 


18 


19 一单位质量的质点在数轴上运动，开始时质点在原点 O 
处，且速度为 tv 在运动过程中，它受到一个力的作用，这个力的大 
小与质点到原点的距离成正比（比例系数心>0)，而方向与初速一 
致. 又介质的阻力与速度成正比（比例系数々 2 >0).求反映这质点 
的运动规律的函数 • 


设数轴为 X 轴，由牛顿第二定律 


F 二 k'x—k 2 :r f ， 

~\~k 2 x t — k^x = Q y x(0) = 0 ， 


a 




① 


’ (0) = * u 0 


即得 


ff 


X 


X 


其特征方程的特征根 A K2 = + ( — h 土 VM + 4 D ， 故方程①的通解 


为 


k z ~^/ k \^ Ak O 


til 


—k 


cv 

代人 (0)= r 。， 解得 


(一 


2 


e 




x 


V 0 


—^0 


C i — 


广 — 
， ^2 — 


所以，质点的运动规律为 


[ e (-〜 


V 


)" 2 ] 


0 


>f/2 


i-k 


scCO = 


2 


— e 


V + 

例 10 设有圆柱形浮筒，直径为 0.5 m ， 竖直放在水中，当稍 


向下压后突然放开，浮筒在水中上下振动的周期为2 S ，求浮筒的 


质量 


设水的密度为… S 为浮筒横截面面积， D 为浮筒的直径 

又设压下的位移为: r ， 则由牛顿第二定律，有 
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d 2 ^ 


F= — pgSx ， F — ma = 


m 


由此得微分方程 


d 


pgSx = Q 


① 


m 


dt 2 


式①特征方程的特征根为 < 2 = ± 所以，方程的通 


解为 


广 ■ ■■ ■■ ■ ■■■ ■ ■■ 

V 參一 sin ( 


«+?>! 


JT = C\cOS 


,+ C^sin 


pgS 


从而知浮筒振动的 频率⑴ = 


因为周期: T =¥=27 r A / g ， 所以 


_PgS 


T=2 = 2n 


=> 


PgS 


7 T 2 


代人1000 kg / m 3 ^=9 - 8 m / s 3 ，/) = ()• 5 m ， 得 

_ Pg ^ _ PgD 


= 195 kg . 

例 11 大炮以仰角 a， 初速 v。 发射炮弹.若不计空气阻力，求弹 


m 


4 丌 


道曲线 


建立坐标系 如下： 以炮口为原点，炮弹前进的水平方向为 
r 轴 ❹轴竖 直向上，则弹道运动的微分方程为 


d z y 


do : 


= 0 


= g ， 


dl 


dt 2 


： y(o)=o，y (o) 

用逐次积分法求得通解，再代入初始条件，即得参数形式特解 


x(0) = 0^ x 1 (0)=i；ocosa 




T ； 0 sina； 


jc = (x ； 0 cosa)i, 


(v^sma'yt - —gt 


2 
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第八节幂级数解法大意 


主要内容 


二阶线性方程 


① 


户 ix'yy' +p z {x')y—^^ 

当它的系数 A >( x )， 九 ( x ), 九 ( x ) 不为常数时，它的解往往不能用 
有限形式”表出.幂级数解法可以求解这类方程，还可以引出很多 
新的超越函数. 

1. 定理3, 12如果/ > oO )，/> iCr ) ,/> 2 Cr ) 在某点尤。的邻域内解 
析，即它们可展开成 ( x —* r 。） 的幂级数，且 AU 。） 关0,则方程①的 
解在: V 。 的邻域内也能展开成为 Or — 的幂级数 




^^a n (x — x 0 ) 


© 




: y 


2_定理 3. 13 如果/>。(工），/^(^:)，九0)在 Xo 的邻域内解析， 

而1。为/>。(: T ) 的 S 重零点，是々（ X )的不低于 5—1 重的零点（若^> 
1)，是外 Cr ) 的不低于5_2重的零点（若5>2)，则方程至少有一个 


形如 


— x 0 ) ri 




y = (x — x 0 ) 


的广义幂级数解，其中 r 是某一实数 

3•形如 


+ x ^ + (*x 2 — n 2 )y=0 (n^O) 


③ 


2 


X 


d 


dy 


④ 


工石 尸 0 


或 


的微分方程，称为 n 阶贝塞尔 （ Bessel ) 方程，它的解称为贝塞尔 
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函数 


当 M 不是整数时，式③通解为 

一 

I 

y = C x J v {jo^-\-C z J ， 


⑤ 


当^是整数时，式③通解为 


⑥ 


y^C l J n ix)+C 2 Y n {jc), 

其中<^，0 2 为任意常数，人 （ x )， J _„ Cr ) 称为《阶第一类贝塞尔函 

，匕 Cr ) 称为第二类贝塞尔函数. 


IT7T* 

m 


2fr + n 


X 


k 


(- 1 ) 

々！ r (々+>? 十 i )’ 


人 ( i ) = 2 


⑦ 


i = 0 


2 A — tt 


JO 


k 


(-D 

k i r (是 一 w+i)’ 


2 




⑧ 


—tl 


走 = 0 


n 




2 各 —ji 


y „ U ) = ~|(ln 營 ++„(. r )- 

( — 1 ) 

k I (n + 々）！ 

当《 是整数时，有 rt U )=( — l) fl 人 O ). 

一般地，若一实际问题被归结为贝塞尔函数，即认为已经解出 
(因为结果有表可査). 

4. 形如 


Cn—k—l) ! 


JO 


k\ 


2 


k 


2土 + « 


x . 飞 




[ 〆 々）-— 石）] 


⑨ 


7T 


Jt =0 


d z y 

dx 2 




(1-x 2 ) 


⑩ 


2x (/2 +1 )y— 0 




d 


dy 


I 

I 

I 

+ n(/z +1 }y 

的微分方程，称为勒让德 （ Legendre ) 方程. 它的解称为勒让德函 

当 w = 0, 1，2,…时，式⑩的通解为 

y = CyP -\- C 1 Qnix ') » 

其中，(: 2 为任意常数，/ >„ Cr ) 称为第一类勒让德函数， Q „ Cr ) 称为 
第二类勒让德函数. 


或 


⑪ 


(1 — X 2 ) 


= 0 


■ 

djc 


dx 


⑫ 
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疑难解析 


怎样使用定理 3. 12求解方程①？ 

答使用定理 3. 12求解方程①的方法称为方程的幂级数解 
法，其实施步骤 如下： 

(1) 考察是否满足定理 3. 12 条件； 

(2) 将户。00，/> 1 (1)，/> 2 <^)展开成（1 — 1。）的幂级数，根据 
声 0 (工。)#0或 j & o ( x o ) = 0 确定解的形式是式②还是式②'； 

(3) 若 A ( A ) 乒0,则将式②（需形式上微分式②）代人方程 
①，比较等式两端 I 同次幂系数，建立关于系数〜的方程； 

(4) 解出再解式②，并求出式②的收敛 区间； 

(5) 若/ > o ( A ) = 0, 则将式②'代人方程①.其余过程与步骤 

(3)、（4) 一样. 


方法、技巧与典型例题分析 


用幂级数解法求解二阶线性方程（事实上也适用高阶线性方 
程），解题过程比较复杂，一定要细心认真.对于一些特殊的方程， 

如贝塞耳方程、勒让德方程、厄米特 ( Hermite ) 方程可以通过査表 

来取得结果. 

例1用幂级数解法求解下列方程： 

(1) y ,J rxy +jy=0; 

解 （1) 因为(工 ）= 1，/> iO ) 

| 

oo 

的邻域内有形如的幂级 数解. 将％，代人原方 


(2) y+^ 2 y = o 


9 p 2 (^) = 1，所以在 ^0 = 0 




程，得 


(2a 2 +a 0 ) + ^) [” (” 一 l)a n + Qz — 1) 义 ,_；；] 


0 . 
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比较 X 的同次幂的系数，得 


2^2 H - ~ 0 ? 6<33 + 2<3i = 0 ， 

0 ( n ^4). 






n —2 


a 




0 


解得 


a 3 =—tt ， a 2n = (— 1 )" 


dt~ — 


^0 ， 


l n n\ 


(- l)^i 


设 2/1 + 1 = 


(2 n + l ) 


所以，原方程的通解为 


2 


i-ir 


n 


JO 


s 


+^iS 


2 rt + 1 


^ = ^0 


x 


(2” + l ) 


n I 


n —0 


n~0 


( — I )" 




/2 


2 /i+l 


—x 


)/= a 0 e 


x 


(2” + l ) 

，/ ^ (工） = 0 ，所以在: r 。 = 0 的邻 


1 


3 


« 


• • • • • 


n— 0 


(2) 因为 / >0 0) = 1，/^(： r ) 

oo 

域内有形如 ^ o = X ) 




X 


的幂级数解，将代人原方程，得 


rt 


a n x 


n — 0 


〉 (n — l)a 


+PS 


n — 2 


« — 1 


= 0 ， 


JO 


na fl x 


/I 


rt = 


2 a 2 H ~ 6 a 3 jr + ^ 匸 n (w 一 1 ) a „ +(^ — 3 ) a«^ 3 ]x 


« —2 


= 0 




比较工的同次幂的系数，得 


n — 3 

n(n — 1 ) 


2^2 = 0, 2 • 3<2 3 = 0， a 4 =— 


A ，…， a 


a 


n 一 3 ? 


4 


(― 1)”1 . 4.7 

3 * 4 * 6 • 7 • 


(3/2 — 2) 

3 n (3 w + l ) 


• • • * • 


^3 «+l — 


A ， 


< 2 3w _ 1 = 0 > a 3 „ = 0 (” >1) 


所以，原方程通解为 

oo 

a 0 +a t 「工 + ( — 1) 


(3 n —2) 
3 n (3 w + l ) 


4 


3/1+1 


n 


X 


警 _ ■ ■ 


: V 


3 • 4 * 6 * 7 

12用幂级数解法求解下列方程 


• ♦ » • • 


«=1 


( 1 ) 2acy tf -\ - ( 1 — 2x)y f — ) = 0 ; ( 2 ) =。 
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解 （1) 因为/ > o ( x ) = 2: r ，九 （ x ) = 1 — 2 jc ，/> 2 ( i ) = — 1，所以， 




的广义幂级数解. 


方程在工= 0的邻域内具有形如> 

将>，乂，<代人原方程，得 


P 


n 


=X 


a n x 


n = 0 


2p 2 一 p=0 


p= 0 




P=^7 


2 


所以，有广义幂级数解 


a n x , y 2 — 


s 


1/2 


« 


n 


X 


: Vi=i 


rl —0 


Ft ::= 0 


( i ) 将代人原方程，比较 ^ 的同次幂系数，得 

1 (”>3)， 


= ? <^2 ~ ， 


， a,1 = 2^ Tl a 


fi 一 


2 V 0 


( n ^ l ) ， 


故 


a 


rt 


( 2n 十 1) 


所以，原方程的一个解为 


T 


S 


1/2 


tt 


X 


y ^ a 0 x 


(2 /J + l ) 


/I — 0 


( ii ) 将力， W ，/代人原方程，比较 $ 的同次幂系数，得 


— b n -i ( n ^3) 


b\ = bo 9 ^2 ~ ， 


， b 




♦ ♦ t 


n 


n 


b Tt = —b 0 (n^l) 


故 


n ! 


所以，原方程的另一个解为 


n 


X 


〜2 


^2 = 


n ! 


« — 0 


于是，原方程的通解为 


n 




S 


1/2 




(2” + 1) 


• • • « ♦ 


n~0 


# 1=0 


n 


s 


1/2 




X 


n 


X 


y = aoX 


( 2 ^ + 1 ) 


/!= 0 


，/ >2^) = ^ ，所以，方程在 1 = 


(2) 因为/>。 （ 工） = 1 ，/?i ( 工) 






2工 
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oc 


s 


0 的邻域有形如 > = 
原方程，得 


的广义幂级数解.将代人 


P 


n 




n 


n — 0 


i^i — 0 > p2~l/2 ^ 


pip—D+p/2 — 0 

所以，有广义幂级数解 






2 


n+l/2 


n 


y \ = 




m >2 


X 


n 


n=0 


« — 0 


代人原方程，比较 i 的同次幂系数，得 


G ) 将 ，3^ 


i («^3) ， 


a 


， 


， a 


2; K 2”一1) 


n — 


n 


故 


(” > i ) 


(一 l )” 


^0 


a 






* 


rt 


(2n)\ 


所以，原方程的一个解为 


2 


n 


T T 

_l — i y* 

2! 丁 4! 丁 丁 w 

( ii ) 将 ho 4， W 代人原方程，比较 i 的同次幂系数，得 


X 


+ … 


1 — 




( 2 / 0 ! 




( n ^3) ， 


h\ = — —K ? b 2 = — —h x , 


， b n = — 


(2” + l )2« 


故 


( w ^ l ) 


b tl =( — vr 

所以，原方程的另一个解为 


(2/2 + 1) ! 


rt 


X 


X 


X 


1/2 


+ ( 一 1 ) 


■ • • ► 


b^x 


rt 


1 

I MkmMM M I 

3! 

于是，原方程的通解为 


夕 2 




争 • ■ 




(2 n + l )! 


n 


x 


- 1 - 1— •• • -|- ( — 1 ) 

2! 丁 4! 丁 丁、 

+ 〜 :r 1/2 [l — 吾 + 咅 + … + (_l) w 

^flc +6 0 sin \ T^c . 


_p| — 參華 . 


n 


1 




( 2 «)! 


n 


X 


+ …， 


(2 n + l )] 


y=^a 0 cos 


例 3 求解勒让德 方程： 

( l - x 2 ) y —2 xy +«(«十1)} = 0 in 为常数 ）• 
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解因为 /^( x ) = l — 


，户] (了 ） = — 2 jt ，/) 2 (. r ) (乃 + 1 ) ，所 

3 ; n = 2的 


JT 


以可以在（一 1，1)内展开成幂级数，原方程有形如 


/I^o 


幂级数解 


将代人原方程，得 


CO 


d - x 2 ) S^a 

k^2 

比较1的同次幂的系数，得 

2a 2 + w(/z + l )a o = 0, 3 X2^3+ (n — 1) (/1 + 2)^! =a , • 

(々 + 2 )(々 +1 ^ H~ (,n — Oi ~\~k + 1)(^ = 0, ( 々 >2) 

故有递推公式 


2了〉 , kak ^ c k l 


E 


k — 2 


— 1 ) ak：r 


™h 1 }?i 


a }^x =: 0 




k — 1 


(；7 —— k ) («+>^ + l ) 


(々>0) 


A +2 = — 


CLk 


(力 + 2)(々+ l ) 


令々= 0，1，2，-"，得 

wO + 1) 


“2= — 


a 


0 j 


(”一1)0 + 2) 


a 2 = — 


， 


("— 2)0 + 3) 


O — 2 (« +1) (” + 3 ) 


a 3 = 


a 


a 0 


3 


(« —3)(n + 4) 


(» — 3) (« — 1)( 尺 + 2) (n + 4) 


^4 


“1 ， 


a 


于是，原方程的幂级数解为 

a 0 yi 0)+〜夕 2 (工） 

I- 
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(w — 2 )«(« + !) (« + 3) 


2 


4 


>^|— • _ _ 




X 


—^0 


(« —3) (« — 1) (?i + 2) (w + 4) 


(w — 1 ) (« 一 2) 


5 


3 


■ I »_ • _ 


+ ai 


x 


工 — 


x 


3! 


例4用幂级数方法求解下列 方程： 

(1) xy ff — (x + m ) y + my =0 Cm 为自然数）; 
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(2) (: r + l)y =x 2 十 2 工 +3^ 

解 (1) 因为声0(工）=1， 户 1 ( T ) = — (丁 + m ) ，外（ X ) 

oo 

以，方程有形如的幂级数解.将&，¥，/代人方程，比 

L 一 

较 Z 的同次幂系数，得 


所 




m ， 


w ~ 0 


a 


州+1 


( n ^ m ^ 2 ) ， 


^ fo=^I J 


a 


n (n 一 1) •*• (m + 2) 


n 


(” < m ) 




a 


n 


m 


a 


a 


+s 


+ a m +1 y +1 + 


0 


，/J +1 


所以 


n 


n 


y = a 0 


" TT X 


JC 


(n — 1 ) … On -\~2) 


n 


/» = ;«+ 2 


n = 


m 


ti 


雖， 


e. r +[a 0 — (7n + l) ! 


=(7” +1) ! 


^/n-h 1 


“，n + 1 


n = 


其中 


为任意常数.于是，原方程通解为 

m 

= c ie -+ c 2 2 : 


”i +1 ， Uq 




( CpG 为任意常数) 


3^ 


n ! 


ti =0 


E 


的幂级数解，将代入原方 


(2) 设方程有形如％ = 
程，比较: T 的同次幂的系数，得 


n 


a^x 


= 0 


— 3 


— 1 ， a 3 = 2/3, 


(/2>4)_ 


( —1 y 




^1 =< ^0 S ^2 




• • • 


，认 n 


(n — l) 


n 


所以，原方程通解为 


+ ( — i〉 w 


3 


i \+ x )— x 2 + ~x 


ft 




X 


y^=^o 


«(«— l ) 

例5用幂级数解法求下列方程满足初始条件的特解 

⑴ y ( =y 2 -\-x 2 ， 3 , ( 0 ) = 1 / 2 ; 

(2) •3^y = o»3 ; ^) = o,y (0) = 1. 


i+s 

r» ™ 1 


将 


( l ) 由初始条件知，方程解的形式为 


n 


a rt x 


^， y 代入方程，得 
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參 


(}+!>,，）. 

\ ~ 1 / 


十 

rt^Z 

比较 x 的同次幂的系数，经推导后得 




<^1 


屮 = 


^ = 16^ 


茲， 


a 


故所求特解为 


^ t + t " + t - 2+ ^ 3+ ^ 4 + 

(2) 由/(: r ) = 0，/? 2 O ) 

oo 

^^ ja n x n 的特解 _ 由 jKO ) = 0 ，得(2。= 0* 又由 y 得3^ = 


知，方程有形如 y = 




— x 


乃一 1 


，又 


na fl x 


« — 0 


« = 0 


因3/(0) = 1，得〜=1_故 


+S 


y = jc -\- a z j ： 2 -\~a^x z + + … 


« 




a rt .x 


x 


n = 


将 wy ，/' 代人原方程，比较 i 的同次幂的系数，得 


口5 = 0 ， A = 0， 


a z — 0 f a 3 = 0> 


a4 = AX 3 


a 


«+i 


( n =3,4, …） 


a 


» + 2 — 


(” + 2) (« + l ) 


~ "般地，有 


^3 rn —1 ~ <^ 3 i 


n 


(w = l ， 2 , …）， 


^3nt + l = 


(3 w + l )3 w 

所以，原方程满足初始条件的特解为 

尸 X + A + 


3 


3m + l 


X 


X 


十…+ 


(3m + l) • 3m 


7 -6 *4 -3 


7 ^6 M *3 


# • • * « 


■ !> * » * 


例 6 用幂级数法求下列方程满足初始条件的特解 

( 1 ) (1 _ x)y + jy = l + 工， }( 0 ) = 0 ; 

(2) 了 j+xcosf = 0 ， *r(0) = 工 ’ （ 0) = 0. 

dr 


Cl ) 设满足初始条件： y (0) = 0 的特解为: v = 代人 


1 
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* 


* 


原方程后经整理得 

OC 

+S[( 

w = 1 

比较: r 同次幂的系数，得 


—1) 〜 +1 + (1 — n 


n 




1， 


^2 = TT 






— 2 ^ — 3^i — 4 2 1 

-In — 2 


n —— 2 ” — 3 


n — 2 


n 


= —a 


n — 2 


» — 1 


n — 1 


；2 n 


n 


n 


(«^3) ， 


n(n — 1) 


+S 


Z 


n 


故 


= x + — x 


X 


y 


(n — 1) 


n 


n — 


+s 


n+2 


X 


— X 


(” + 2)(” + l ) 


n — 0 


即满足初始条件的幂级数形式的特解 


挪斗勺:[1:(§水] 


C'O 


2 


dx 


«+ 2 „^ 


X 


(” + 2 )(” + 1 ) 


« — 0 


J m 


jr 


jr 


dx dx= [ — ln(l — x)]d 


X 


1 — X 


0 


0 


0 


T 


— X 


dx 


= —[: rln(l — x) — 


1 — 工 

= —xln(l — x) +x+ln(l—x) 

I 

= X"h (1 — x)ln(l 一: r). 


0 


所以，方程满足初始条件的特解为 

3 ^= 2j: + (1 — x)ln(l — x). 

(2) 设满足初始条件 x (0)=/(0) = 0 的特解为 


X = 


+ 2义，，则 


a 


« = 2 


= in — l}a n t n " 2 ’ 




ff 


一 1 


If 


na„t 


JC 


X 


( — 1 ) 
(2/ z )! 


n 


-s 




cost 


n = 0 
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将上述三式代人原方程，得 

( n ~ l ) a n t 

» = 2 

比较 X 同次幂的系数，得 


00 


(一 1) 


/I 


+(^+2^ r ) 2 


^i-2 


t 2n = 0 


n 


C2n) J 


n — 2 


n = 0 


a 


0, 


a O = Cl ， Cli 


以3 = 0, 




“ 2 = — 


a 


55 


0, 


^5 




a 


a 


a S ~ ， 


8! 


所以，方程满足初始条件的特解为 


卜命 2 +#—#+!!， 


I 


x = a 


9 • • 




例 7 求方程 •rV'+ 1 zy + (4x 2 —盖 j 

作变换 （ = 2. z ， 则 


^ = 0的通解 


_ dy dt n dy d 

- _ _ I I ■ - — y 

dx dt dx 


2 


d 


dy 


4 尝 




dt ? dx z d，i 2 山 






dt 2 


代人原方程，得 


❷ +/#+ U 2 — 头 


o 






dt 2 


d ， 


25 


是 


的贝塞尔方程，其通解为 


n = — 


y = C ^ J m (，）+(： 2 人 3/5 (?)_ 


将 £ = 2、： r 代回，得原方程通解为 


y — C^J 3/s(2x) +C 2 J^3/5 (2j ：) 
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第四章线性微分方程组 


本章介绍一阶微分方程组的一些解法和基本理论.读者要注 
意学习与掌握解的存在与唯一性，解对参数的连续依赖性，通解的 
结构定理，常系数线性微分方程组琿解的求法等内容. 


第一节 一 阶微分方程组线性微分 

方程组的一般概念 


主要内容 


含有 w 个未知函数: y 2 . 


的一阶方程组的一般形状为 


，： y 


« 


dyi 


/i( 工， 


，乂 ,） ， 




，3^2， 


d 工 


dy 


z 


/ 2 ( 


，乂| ) ， 


Di ，％， 




# # • 




① 




fA^^y^yz^ 


，: vO 


_ 

娘 


d^c 


令 


若有一组函数: yiCx ) ，: y 2 0) ，…，:^(尤），使得在 [ a ， 6] 上有恒等 


式 


dy ^ x ) 


= /,( i ，： yi (^：)，： y 2( 工），…， : v " (工 ）） G ’ = l ，2, 


，”）， 


dx 


则这组函数是方程组①在上的一个解 

含有《个任意常数 CpQ ，…， G 的解 
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* 


■ 

\ 


yi = (f\(^x i ^ C 2 ? *** ) ， 

< p 2 (x jC \ ^ C 2 ， •" ， ) ， 


3^2 


pi ■ ■■ 


② 


= 9^ Cx 9C1 ，(^2, *" ， )• 

称为式①的通解.如果通解满足方程组 




rt 


杳 i( 工 ; 力，力， 

少 2( 尤 ；: y” ： ^2. 


，…， 00 , 

，3^ ; C \ yC 2 ? 




# # _ 


Tt f 


， C n ) = 0 ， 


攀■鲁 


③ 


^(^； yi ，: v ” 


y, ； C 1 ， C 2 , 


1 C n ) = 0, 


蜃《 » 


« * • 


9 


则称式③为式①的通积分， 

在求得式①的通解或通积分后，代入初始条件％ ( X 。） 

，:^(工0) = %。，就可以解出 G ， C 2 ，…， C ,, ，求得式① 




， 


yz ( 工 0) =720, 


秦 # 


的满足初始条件的解. 

1. 若令向量函数 

3^1 M 

y 2 M 


/ i(Ui …，…，％) 

△ (Ui，：^， …，30 


F ( jc ) = 


， F(.x,Y) = 


fn ( 


%(工） 


，:^) 


工 ， JVl ，夕 2 ， 


* * * 


并定义 


JC 




/ iO)d 


X 


dx 


X 


0 


dy 


X 


/ 2 (,x)d 


x 


dyu ) 




dx • 


F(j：)dx = 


X 


0 


dx 


X 


0 


dyn 




f ri {x)d 


JO 


dx 


工 0 


则式①有向量形式 


dr 


④ 


F ( x , y ) 




dx 
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式①的初始条件记为 


3 ; io 


3^20 


⑤ 


rCr 0 ) = F 0 , 其中 h = 


y^o 


式①的初值问题记为 


ay 




d.r 


⑥ 


yu 0 )= r 0 . 

2 _ n 维向量 f=(a ， a ， … ，％ ) T 的范数 II y II 定义为 




具有以下 性质： 

(1) II y II >0, 且 || y || =o 当且仅当 r=o( 零向量 ）; 

(2) || Y x +Y z II < II Y, II + II Y 2 I! ； 

(3) 对任意常数《，有 II II = kl • II r || ； 

II F(x) j| dx . 


F(x)d:r ^ 

I 

I 

I 

3. 如果对于 [£2，6] 上的任意 X ，有 

lim |j V„U)~Y(j:) || =0 ， 

/I— 十 oo 

则称 F ,, Cr ) 在0，幻上按范数收敛于 y ( o :). 若上式对 [ a ，6] 上的: r 是 
一致的，则称在[«，幻上按范数一致收敛于 y (. r ). 

4. 如果对《维向量函数 FU ) 有 

lim || F(x)—F(x 0 ) || — 0, 


(4) 


则称 F(x) 在 a 连续 . 

定理 4.1 如果函数尸 <^,10 在《 + 1 维空间的区域 /?: 

|x-x 0 |<a, ||y-y 0 II 上满足 ： a) 连续； （ 2) 关于 y 满足李 

普希兹条件，即存在 W>0, 使对于 i ? 上任意两点 


_ 


有 
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⑦ 


li FU,YO-FU,Y 2 ) ii II mi ， 

则存在 


II FLt ^ Y ) [| ，使初值问 


max 

(x.Y)eR 


题⑥的解在 k —a 上存在且唯一 


6 - 若在方程组①中，函数 / Cr ，％，％， 

是线性的，即有 


)( / = 1，2， 


，/2 


_ • ■ 




/t 


关于 >1，）2, 




dy 


/ 

I 

N 


^ = (x) > y 1 +«l2(^)3 / 2^ - ha 1 ,,(x)3^+/ 1 (x) ， 


dy 


(x)Vi +a 22 (x)3^^ - ha 2 , 』（ :r) ： v ， ,+/ 2 0 ) ， 


21 


dx 


⑧ 




= 〜 O )% +〜（ x)H - \~ a rtn ( x ) y n -\ rf n O ), 


dx 


则称方程组⑧是线性微分方程组 • 

7. 假设方程组⑧的系数 a v ( x)(D 

1，2，〜，幻在某区间上连续.令 


1，2,…，”）及 /,($)(/ = 




/i(x) 

fzM 


O ) 


o ) 


Cluix') 

a 2 i (^ c ) 


a 


a 


* * # 


12 


: U 


(X) 


o ) 


a 


a 


# » • 


2n 
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， F(x) = 


A(jo) — 




(^) 


Cr ) 


(x) 


a 


a 


a 


畢 » « 


»2 




nn 


则方程组⑧有向量形式 


dy 


⑨ 


^ = A(x)Y+F(x) 


dx 


) ，即 / T ( x ) = 0 (零向量），则式 


若所有//(1)三0 (/=1，2, 


♦ « • 




⑨变为 


dy 


⑩ 


ACt)Y 

称为线性齐次方程组.式⑨称为线性非齐次方程组 • 式⑩也称为 
式⑨的对应的齐次方程组. 

8. 定理 4. f 如果 4 Cr ) 及 FOr ) 在/ : 0,6]上连续，则对于 
幻上的任一: T 。 以及任意给定的 h ， 方程组⑧的满足初始条件⑤ 


■^^"***** ■ I ■ ■■■ _ ■ 


dx 
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m 


的解在 [ a ，彡] 上存在且唯一. 


疑难解析 


1. 为什么要研究一阶线性微分方程组？ 

答在常微分方程理论研究中，最有代表性的就是关于一阶 
线性微分方程组的，它比髙阶线性微分方程式更为广泛，表现为以 
下几个方面. 

(1) 任一高阶线性微分方程式均可化为与之等价的一阶线性 

微分方程组，且是一阶线性微分方程组的特殊情形.例如，二阶线 
性微分方程 


+cr -\-kx — f{0 , 

令； =>则 i ，原方程化为一阶线性微分方程组 


dy 


dx 






k 


+ —/(O 


—— X 


dt ~ 


(2) 反之.任意一个一阶线性微分方程组不一定能化成与之 

等价的高阶线性微分方程式.例如 ，一 阶线性方程组 


dx 


= — x+jy + z ， 


ck 


dy 


dt ~ 


dz 


dt 


对第一个方程求导两次后，整理可得 


d 3 x 


— 5.r+ 3) + 3;e: 




d/ 3 


但要得到仅含 X 的三阶微分方程式却很困难 • 因为要由 
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d 3 x 


的三个方程中解出 j 和〜必须但这是不能接受的 


dt z 


(3) 仅当系数都连续的情形，线性方程组在系数可微的条件 

下，才能化为等价的高阶方程式.而髙阶方程式化为等价的一阶线 
性方程组只要求系数连续，条件宽松得多.例如，方程组 




a{jo)y z . 


(1 工 


dy 


f = 6(咖， 


仅当 aCr ) 可微，才能化为关于％的二阶方程式 

a’ (-r)cl^i 

(*r) d^r 

关于力的二阶方程式类似可求. 

2. 什么是求解线性微分方程组的消元法？ 

答 对于线性方程组 


— a(x)b(jr)yi — 0 


d ^: 2 


dr 


= AU)F + F(x) 


dx 


在一定条件下，保留一个未知函数，逐次微分每一个方程和消去其 
余的 《—1 个未知函数，可以将方程组化为只含一个未知函数的高 
阶微分方程式.如果能求得这个高阶方程式的通解，则由消去的过 
程与原方程组，可以求得其余的 《—1 个未知函数.这种求线性方 

程组通解的方法称为消元法. 

例如，求解方程组 


dx 




dt 


dy _ 


= — 2工， 


dt 


= _2@. 代入第二个方程，得 


d 2 x 


可先微分第一个方程，得 


dt 2 


-2(-2 x ) 尝 — 4工= 0 


d 2 x 




dt 2 
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是二阶线性微分方程，用特征方程法可求得 


x = C 1 e 2/ +C 2 e" 2, ? 


dx 


再由孟= 2>得 


1 dx 


= -C x e zt ^C 2 e 


y= Ydt 


于是，方程组通解为 


z = C\e 2 / +C 2 e- 公 ， 

y=-C,e 2 t ^C 2 e 2t 


3. 什么是可积组合法？ 

答用组合积分方法求方程组通积分的方法，称为组合积分 


法. 


例如，求解方程组 


dx 


— y ， 


d ， 




先将方程组写成对称形式 


dx dv dt 

_ _ 




再利用比例的等比性质，得 


dx+d v+df dt d(x+jy + f) dt 

--- - ■■■——" — - ^~- 户 

J + 工+尤 

In |x+y +， I =ln U I +ln |Ci + l | 




t 


积分，得 


x +> 


从而得 


一广 
- 1 


又由 d f = 穿，得 

于是，方程组通积分为 


=c 


—y 


— —， 


- y = c 2 
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方法、技巧与典型例题分析 


熟悉一阶线性微分方程组的基本概念，能将方程组写成相应的 

矩阵形式或纯量形式，能将髙阶微分方程式化为一阶线性方程组. 

例1指出下列方程中，哪些是线性的. 

(1) 空+ 2工 2 —/= 3 ； 


dx 


(2) 石 + 2P.r+e’ = 0; 


ck 


dx 




3 / = 1 — 1/ 之， 

= 1 / iy — x )； 


(3) 


(4) 


dy 


d 7 = 4 * r+ ^ ; 


dy 


r jc = y + z ^ 
(6)4 y=x-\-z y 

+ y+l ; 




=jr 


dx 


(5) 


cU 


——y C Q SX — jr- Z . 


Z =J ： 




d 


cost 


yi 


yi 


(7) 




dr 


f 2 (0 


1 


^2 


cost 


y } 2 


题 （2)，（5)，（6)，（7) 是线性方程，题 （1)，（3)，（4) 不是线 


性方程 


32将下列方程写成矩阵向量形式或纯量形式 


dx 


= y ^ 


ck 


— t — 2 y -\~ 2 ^^ £ ， 




= 


( 1 ) 


( 2 ) 


=z ， 


dz 


— 3^ H ™ 3^; 


丁 = j ： 


2-2 


x 


x 


d 


(3) 


+ cost 


2 -3 

4-2 


: V 


: V 




dt 


z 


z 


0 


0 


x 


j ： 


d 


(1) 芊 


= J 0 


0 


: V 




dt 


z 


z 
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— 2 


—1 


d 


x 


x 


( 2 ) + 


e 


dt 


4 


: V 




dx 


= 2 x —2^ + 4^ + l > 


ck 




(3) 


2x — 3^ — 2 之 +cosf ， 






dt 


d ^： 


4x — 2y + 6 之十 f 




dt 


例 3 将初值问题 


(0) = 1 ， sc r (0) = 4 


tf 


+ 2 工 ’ 一 8x=e l ， 


jC 


x 


化为矩阵向量形式的一阶线性方程组. 

' ，则有 


解设工1 (0 =^ X ^ X 2 {0 

^=^=_2x , +8^ ： +e , = -2^ 2 + 8^ 1 +e% 




X 


x [ = X 2 , 


即 


x f 2 = 8 工 i — 2x z +e £ 


故有矩阵向量形式的一阶线性方程组 


0 


0 


工 1 


， jc(0) = 


x 1 (t)=A(t)x(0 -)rF(t') = 


-4 


e 


x 


例 4 将下列方程式化为一阶微分方程组： 

(1) x 4*/(f)i +^(/) = 0 ； 

(2) y f// -\~a 1 (x)y’+a 2 0)y -\~a 3 (x)y = 0. 

—士 ck 士’ 


d:r 


原方程化为形如 


则 


(1) 令 


^3 

tLMM 


x = di 


a f 


X 






<^y 


= — f (Oy — g(0 


dt 


的一阶微分方程组 

(2) 令）= 




= %， 尸去(砮)-山 


, d ) 


0 


=夕2,则原方程 


0 


〃 


= 


dt 


化为形如 
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<^ yi _ 

~ di =y29 




=—(^>^ 2—^2 My^ 


Myo 


— a 


dt 


的一阶微分方程组 _ 

例 5 将微分方程组 


d 2 x djy 


dt 2 di~ Aj0=2t ^ 




① 


4 砮 + 2 d . 


djr 


3^=0 






化为一阶微分方程组 • 


dx 


令孟则，式①改写为 


* d ^: dy , 八 

2 Tt~Tt~ Ax ^ 2u 


d 》 


d ^: 


4 右 + 2 石 _ 3 尸 0 , 


dx 


= 0 , 


di~ z 


再化为一阶微分方程组 


(1 之 


At -~ J z + J y+2x+t ^ 

一冬 z + 冬％ 


dy 




dx 


dt =z 


H 4 T 1 H 2 9" 

例 6 将微分方程 $r + 2 p+:r = 0 化为二阶微分方程组 

■ 

八 d 2 ：r n ,d 4 j ： d 2 y 

令#，，则 V 一 


，代入方程得 


d ^ 2 


d 


3^ 


+ 2：^+工= 0, 


ck 2 


d 


X 


— y=^Q 


dt 2 
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为二阶微分方程组. 

例7将下列方程式(组)化成一阶方程组 


d 2 x 


dx 




dt 


dt 2 


d 


3 ; i 


= a \ y \ +613^2+(13^3 ， 


d ^ 2 


d 2 _y 

( 2 ) ^ ^2 = a ^y\ ~^~b z y z -\-c z y z ^ 


==a 33 ; i + 厶 ah + Gh 


(1) 见疑难解析* 




dji 

，石 


dy 


= 之 6 ，则有 


(2) 令％ = 


= 之4， 


之 1 ?3 / 2 = -3^3^^5 

d 2 y } ^dz __ 

dx 2 d.r 9 da： 2 d.r ’ 


=之2, 


dx 


dx 


d 2 y z dz ^ 

~d7 = dl f 


d 2 y z dz 


于是，原二阶微分方程组可化为如下形式的一阶微分方程组 


dz ^ 


dx 


d ^： 


= “1之1 +办1之3 + [1 之5， 


dx 


djs ： 


cLr 


dz 


a 2 z l -\-b 2 z 3 -\-c 2 z $9 




djo 


dz 


dx 




= ^ 3^1 + 厶 3:3 +<^5 


例 8 求下列微分方程组的通解 


^ y _£ 

dx— _y 


dx 


dt 


t 


( 2 ) 


( 1 ) 


dz 


+3 ; 


dv tanv 


dx 


dt 


y 
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d:r 


解⑴由 

由砮 =苧 


，分离变量后两端积分，得工 = 


dt 


，分离变量后积分，得 = 所以，方程组通 


解为 


JC — C 】,， 


(2) 由 = 分离变量后积分，得 

+y 


- y = c , 


dz 


dy 


<^y 


+：yj cLr 


由 


+jy => dz — 


dx~ 


dx 


d*r 


.V 


两端积分，得 s = a + C 2 .. 

所以，方程组通解为 


2 - y = c ” 

= Joy-\-C 2 . 


|]9 求下列微分方程组的通解或通积分 


ck — d.r 
t 2 -{~x t ’ 


dy 


( 1 ) 


dx 


dy 


dz 


( 2 ) 


(y 2 — z 2 ) y(z 2 — x 2 ) z{x 2 — y 2 ) 9 


x 


dx 




du 


(3) 


e^+w u 2 — c' r+y 


O ) 办 = 心+ 30 

dx 


是一阶线性微分方程，其解为 


y— — x — l+C^e' 


d 广 t z -\-x 


=，+ +是贝努利方程，其解为 f 2 + .r + 去 = C 2 e 


dx 


故微分方程组的通积分为 


jy+i + l =C 2 e r ， 


t 2 -\-x-\~ — =C z e 


(2) 因为 
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dj ： 


dy 


dz 


Cy 2 — z 2 ) y(z 2 — x 2 ) z(x 2 — y 2 ) 

jrcLc+ydj; +2 心 


x 


(y 2 — z 2 y-\-y 2 {z z — 工 2 ) 十 2 ： 2 (x 2 — y 2 ) 

xdx-\-ydy-^zdz 


X 


0 


故 


xdx^-ydy ~hzdz — 0 ， 

+y + s ： 2 = Ci . 


积分，得 


x 


丄 dr 


—d) —dz —— dxH dy-\ dz 


x 


y 


z 


X 


y 


z 


由 


2 


一 z 2 z 2 — x 2 


2 


2 


0 


: V 


x 


~y 


得 


一 d:r-| - dy-] - d ^： = 0 => ln^:+lnjy+ln 2 ： = C 2 


x 


: V 


z 


故微分方程组通解为 


2 


+y+ 之 2 =c \ ， 

lax+lnjy+ln^ = C 2 


x 


djy 


dx 


du 


(3 ) 由 


2 


工 +y 




tr — e 


dx +e _;y du — ue — 


e yJ t-u-\-Q~ y (u z 一 e x ^ y ) 一 ue~ y (e y -\-u} 


djr+d ( ue ^ y ^ 


0 


得 


dxH-d(we^' y ) = 0 => x^uc 


C , 






d:r 


du 


由 


u 2 一 ^' T ^~ y 

dy-^e^^du —* ue" x djr 
e^H-w+G x (w 2 — e x+<y ) — ue~~ x (e x -^u) 




y 


e 


d ; y + d ( we—O 


0 


得 


djy+cKwe—0 = 0 => y-\-ue^ x — C 2 ^ 


故微分方程组通解为 


x -\- ue ~ y = z Ci ， 

y -{- ue ^ = C 2 . 
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第二节线性齐次方程组的一般理论 


主要内容 


1- 定理 4. 2如果 

(^) 

^21(^) 


)12(工) 
: V 22( 工) 


(X) 




(工） 


Y , 


， y 2 = 


V — 

， J m — 




ym O) 


y n zM 


h (工） 


dy 


是方程组 6=40 r ) y 的 m 个解，则 

: k=CA+ c 2 y 2 + … +CJ 

也是方程组的解，其中 CpCz ，…， c w 是任意常数 • 即线性齐次方程 
m .% = Aix ') Y 的任何有限个解的线性组合仍是齐次方程组的解. 


① 


2. 定义 4*1 SKxhhCr )， …， y « U ) 是 m 个定义在区间 J 
上的 n 维向量函数.如果存在 m 个不全为零的常数 CnG ，…， C m ， 


使得 


d (x )+d ( 工）十 … —d (: r ) = 0( 零向量） 

在区间 /上恒 成立，则称这 m 个向量 在区间 J 上线性相关； 否则称 
这 m 个向量 在区间 J 上线性无关. 

两个向量函数 I 与6的对应分量成比例，则它们在区间/上 
线性 相关. 一个向量函数组中有一零向量函数，则这个向量函数组 
在区间/上线性相关 • 

但是，向量函数组的线性相关概念与它们的相应分量的线性 
相关概念不等价. 

3. m 个《维向量函数组 


② 


③ 


Yj (^:) ， y 2 Cr) ，… iY n (jc) 
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的列向量所组成的行列式 


yn(^ yuM 

% i ( t ) 夕 22(1) 


yuM 


« _ ■ 


y-lnM 


• « • 


④ 


W ( x ) = 


卜 , , 】 Cr) y nZ M 

称为向量组③的朗 斯基行列式. 

定理 4. 3如果向量组③在区间上线性相关，则它的朗斯基行 
列式 W ( X ) 在 J 上恒等于零. 

AV 

定理 4. 4如果 lUhhU )， …，1(了）是方程组& = 4 Cr)F 

的《个线性无关解，则它的朗斯基行列式在/上恒不为零. 

推论 4. 1如果向量组③的朗斯基行列式在区间 J 上的某一 
点 x 。 处不等于零， WCro ) 关0,则向量组③在 J 上线性 无关. 

4(.r)y 的《个解的朗斯基行列式 


o ) 


摩_ _ 


3 ; 


mi 


dY 


推论 4. 2 如果方程组 

W (* r ) 在其定义的区间 J 上某 一点 &等 于零， 『(^) = 0,则该解组 
在/上必线性 相关. 




dx 


dY 


推论 4.3 方程组 g = 4(. r ) y 的 n 个解在其定义区间/上线 

性无关的充要条件是它们的朗斯基行列式 W ( X ) 在 J 上任一点处 

不为零. 


dY 


4,齐次方程组 g = A (.7：) r 的 n 个线性无关解称为方程组的 


基本解组 


dY 


定理 4. 5 齐次方程组 g = AU)y 必存在基本解组 
满足初始条件 


0 


0 


0 


0 


， y „ o 0 ) = 


y 】（ x 0 )= 0 ， f 2 c ^ o )= o ， 


• * « 


o 


o 


o 
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⑤ 


rl V 

的基本解组称为方程组的标准的基本解组 

如果 yAr )，。 （:^，."，1^(7)是齐次方程组志= 


dy 


定理 4. 

的基本解组，则其线性组合 

C \ Y X (: r )+ C 2 l ^( x ) + … + CM ( x ) 


⑥ 


是方程组的通解. 

推论 4. 4线性齐次方程组 
数不能多于 M 个. 


dy 


A ( x ) F 的线性无关的解的个 






dx 


dY 


A ( x ) Y 的解的全体构成一个《维线性空间 • 


线性齐次方程组& 




dY 


5. 定理 4. 7如果 y〆 工），1" 2 (工），…， K 工)是齐次方程组石 = 

A ( x ) y 的 n 个解，则这”个解的朗斯基行列式与方程组的系数有 
如下关 系式： 


W Cx) = W 

式⑦称为刘维尔公式 • 


⑦ 


+ W )] 山， 


[“11 ⑴+以22⑴+ 


4 p *- 


^心称为方阵 A 的迹，记为 trA ， 故式⑦也可表示为 

石 =1 

W Cx ) = W 


tr>lCr>d/ 


疑难解析 


Ay 

怎样判定线性齐次方程组 b = 的基本解组？ 

答对已求 得的” 个解，要判别是否为已知齐次方程组的基 
本解组，主要依据是推论 4 . 3 .即计算其朗斯基行列式在^上某一 

点处的值,若其值不为零，则此《个解线性无关，是基本解组.特别 
要注意到，这一点必须在定义区间 7 上.例如，方程组 
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dy 


= 2 y — ^. 


X 


dj ： 


dz 


2y 




dx 


3 ^i 


3^2 


有两个解 


，它们线性无关 


之 1 


a : 


z 


它们的朗斯基行列式为 


x 


= j：^0 (x^O) 


WU ) = 


x 


0不在定义区间上 


但在 x =0 时， 0) = 0. 这是因为 




x 


Zy—z 

由 


可知 


X 


线性齐次方程组与基本解组之间存在什么样的关系？ 

基本解组唯一确定线性齐次方程组 • 

一个线性齐次方程组必存在基本解组，且存在无穷多个基本 


4 


解组 


^ y x (: r )， y 2 u )， …， r „ Cx ) 线性无关且连续可微， r ,( i ) = 

，3^) 7 01，2,〜^，其朗斯基行列式 


^yu ^yii ? 


yu yi 2 


: Vi 


^21 3^2 




■ • « 


Wix ) = 


^0 




y»i y ^2 


) t ，则线性方程组 


再令 1"0)=(3^，3/ 2 ， 

dy d 乂 

dx dj ： dx 


« v ■ 




n 




dx 






3^2 


① 


0 G = 1 ， 2,… ， w) 






3^22 


^2 3^21 




^«2 


y »\ 


y 


nn 


是以 KxhhU )， … U ： T ) 为基本解组的线性齐次方程组，是由 

基本解组唯一确定的 • 
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dY 


因为，方程组的基本解组1^1 (* r )， y 2 (. r ) ，…， K 工) 

构成方程组的 基本解矩阵为 


3^11 3^12 




3^21 y22 




0 (x) — 


y ^\ y ^2 


y 


mi 


d 0 (: r) 


由恒等式 


Cr ) 可以得出 

d 0 (x) 


dx 


1 (x) 


A{x)— 




dx 


可见 AGr ) 是由步（: r ) 唯一确定的，即方程组由基本解组唯一确定 

(易知 I 少（工）|#0，少- 1 (工)存在）， 


方法、技巧与典型例题分析 


本节要求熟知向量函数在区间上的线性相关性概念，能够判 

断向量函数的线性相关性. 


3e 叫 


例 1 验证 


U 是方程组 

4 — 3 


d 


dt 


y 


y 


的两个线性无关解，并写出方程组的通解. 


3 e — 


f 都是方程组的解*因为它 


直接代人验证知， f ， 


5 e 一 


们的朗斯基行列式 


e , 3 e ~ 


W {0 = 


= 2^0, 


5 e 


所以两个解线性无关，其通解为 


5 e~ f 




+C 
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( — t-\~l )lni +1 

1 + 十 一 i 丨 x + 备 (1 + 4- + 4- 


t-\-l 


例 2 验证 


是方程组 


— 广十 1 


dx 1 


J ， 




dt 


dy 1 


—1 + 丁一 TT 工 + v —l + 7 + 了 






dt~ 2 


的两个线性无关解，并写出其通解 • 

解 直接代入验证知，它们都是方程组的解.因为它们的朗斯 
基行列式在： r : = l 处的值 


W ( l ) = 


= 1^0, 


0 


所以它们是线性无关解，方程组的通解为 

C! (f 十 1 ) 十 C 2 (f +1 )lnf+C 
C l ( — 亡 + 1)+(1^( — f + 1 )ln^H~C 


x 


2 


(0 ， +oo)_ 




2 


3 / 


—t 


e 


e 


例 3 已知线性齐次方程组的两个解为 


t ，求该线 


3 / 




e 


_ e 


性方程组 


3 l 


t 


e 


e 


解 


是线性无关的 • 依照疑难解析2中式①，线 


3 / 


t 


C 




性齐次方程组为 


, de 3 ’ de~ l 

ck dt 


3 / 


3 e 


— e 


j：i 


3t 


e 


e 


工 i 


3^ 


e 


e 


x 1 


3t 


e 


— e 


x 


3 / 


e 


— e 


x 


= — 2 e 2 , x [ + 2 e 2 t x } 4" 4 e 2/ x 2 — 0 


例 4 求解方程组 


dx 


① 


= p(_Ox-\-q(t)y 9 


dt 


d：y 


② 


q(t)x+p(t)y ， 


■ 尋 ■ ipli ■ 


dt 


其中/ >0) ⑴在 [ a ，6] 上连续 
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将式①加上式②，得 

d(x + 3 ; ) 


= [户 （/)+<?(，）](义+}) ， 


③ 


dt 


将式①减去式②得 


d(x~y) 




④ 




dt 


用积分法可求得 


x 十 y ⑴山， 

y C^eJ* 

解上述代数方程，得原方程组通解为 

( C \ eh (料"⑴ >+ C >/ 以 


L 户 (/> 一 y(/)]ck 


X _ 


⑴]山）， 


(/> — V 


x =— 


^CQel 


j [户⑴ -) 


[户⑴ +"(/)〕 d / — C 


y 




e 


IknXn 矩阵函 数山⑴，烏 ⑴在 （ a ，幻内连续，证 明：若 


方程组 


dX 


dX 


A 】 ⑴ X ， 


A 2 ( t)X 






df 


dt 


有相同的基本解组，则 4(0^44). 

证 由疑难解析2可知，若设这两个方程组的基本解组为 
A ⑴， x 2 ( o ，…，氧⑴，故其基本解矩阵为 




^12 


JT 


11 


1« 


X 


工 22 


工 2 rt 


21 


0 (/) = 


sr 




j ： 


nl 


nn 


d 0 Q ) 


d 少⑴ 


则由恒等式 


—Ai ⑴ <P ⑴ ， 

d 0 (f) 


= A 2 ( O 0> (£)， 得 


dt 


dt 


1 ( t ) = A 2 U ) 


A 1 (t) = 






dt 


例 6 求解下列方程组 
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dx 


dr 


dx 


- Kr 2 -1)， 


dt 一 AiX ， 






d^ 


dt 


(l) 


(2) 


(3) 


d 夕 


d^ 


dy 


又 2 W 


+ 乂 y - 


1; 








dt 


di 


dt 


dx 


解 （1) 对 f = 两端积分，得 r = QeV ， 对 # = A 2 > 两端积 


分，得 y = C 2 eV ， 故原方程组通解为 


x=C 1 e A ^ t ， 


I尸 c 2 


A —/ 


e 2 


(2) 将 


— r ( r 2 一 1) 化为 




dt 


dr 


dr 2 


—d, => t 


= — dtf 




r ( r 2 - l ) 


2 V 2 ( r 2 — 1) 


it 


C x e 

C^M-l 


r \ 


解得 


， Ci = 


( r 0 = r (0)). 


r 


1 -rt 


dd 


由 


1，解得 




dt 


d = t -\- C 2 ( C 2 = ^(0)) 


故原方程组通解为 


It 


C\e 


2 — 


r 


_ C，+ 1， 

Q — t -\- C 7 . 


dx 




(3) 由解得: r = C\e 


代人第二个方程，得解得 


y = Cit^ -\-C 2 ^ 




• 故方程组通解为 


jo = Cie M ， 


Xt 


3/=C^e^H-C 2 e 


dY 


4 Cr ) y + FCr ) 满足初始条 


17 试证线性非齐次方程组 




dx 
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■ 


⑴ 


⑴ 


d 而 


a 




a 


11 


12 


ck 


(O 


⑴ 


a 


x 


x 


a 


21 


zz 


的基本解组，求％ ( x )(/，1，2). 

解将基本解组代人方程组，得 


cost = a u (t)slnt-{-a lz ⑴ cos 广， 

—— sint — a 2 i — a 22 (r)cosi , 

— sin^ = a n {t}cost — a 12 (i)sin ^ ， 

— cost = a 2l ⑴ cos, — a Z2 (Oslnt. 


分别求解式①和式③，式②与式④，得 


dr 


# y (. r „)= y 0 解的唯一性等价于齐次方程组满足初始 


条件 y(xo)==o 的零解的唯一性. 

证必要性设 h ( x ) 是非齐次方程组的唯一解，显然 yu ) 
二0满足齐次方程组.若齐次方程组还有非零解广，匕，满足 FU 。) 

0，且1_6，则1+7 1 ，)^ + 6是非齐次方程组满足1 
的解，且1 + 1 羊 h+h ，与非齐次方程组只有唯一解矛盾.故齐 
次方程组只有零解. 

充分性设 r 是齐次方程组满足 r(A)=o 的唯一解，则 y(x) 
若非齐次方程组满足 Y ( x 0 ') = Yo 的解不唯一，不妨令 h Or) ， 

60：) 是其两个解，且•则 

dC ^- F ^ 




= 0 


A(^)(K 1 -r 2 )+FU)-F(x)=A(x)a 1 -y 2 ), 




dx 


且0^_6)0 (> ) = 0，但1^—1^吴0，与齐次方程组只有唯一零解矛 
盾.故非齐次方程组的解 唯一. 


slut 


cost 


是方程组 


例8 已知 


COS 尤 


— sin 广 


cos 尸 


cos ^ 


cost 


smt 


—— sinf 一 sm 亡 

Isinf cost 


= 0， ^12 (^ ) = — 


an (0 — 


cost — sin/ 


— sirU 


cost 
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參 


①②③④ 


— sin ^ 

— cost — smt 

siru cost 
cost —suit 

a n ( f )= a 22 O ) = 0， a } 2 ( t ) = _ a 21 0) = 1 


cost 


smt —smt 


a 2] (0 = 


= —1 ， ^ 22(0 = — 


cost — cos 亡 


故 


例 9 证明 ：如果 

^ x o 1 = 1 

Atz ) Y 至少存在一个解在区间 Dr Q ，+ oo ) 上是无界的. 


(x)cLr= + 00 , 则线性齐次微分方程 


an 


u 


dr 


组 






d.r 


证 用反证法*设方程组 g = 的所有解在 [ A，+cxO 


上都是有界的，则它的任何 〃个 线性无关的解也是有 界的. 从而， 
它的任一基本解组的朗斯基行列式 WCr ) 也是有界的 • 而由刘维 


尔公式 


n 




W ( x ) = W ( x 0 )e 

其中关 0. 则由已知条件，有 


n 


>"献 


lim \ W ( x ) I =lim IWixo ^ |e 

"— *" + 00 ”一 *-oo 

这与 VT O ) 在 [ x Q ，+ 00 ) 上有界矛盾 • 


— oo 


， »■ 


，在（一 


例10 验证向量值函数 xiO = 


，少⑴ 


OO , 




+ 00 ) 上线性无关，但在~ = 1山=_ 1时， a ： U ,) 与 ）(()（i = 1，2)线 

性相关. 


设有& 1 ，々 2 ，使得々 1 1(?)+々 2 3；0) = 0，即 

k ' ~\ rk 2 t 

所以， JCG )，： vG ) 线性无关. 

当6 = 1山=_1时， 

k l t -\- k z 

k' + 々 2 尤 

有非零解，所以 jt (0 与 3 KO 线性相关 


0 


ki ~ k 2 = 0 ^ 


=> 


0 


々1 


0 


k 


0 


2 
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例 11 设 v , eR % v # o ( 零向量），入 ec 且互不相同 g _= i ，2, 
) ，证 明： 向量值函数 heV ， V 2 A ， 

+ ^)上线性无关. 


A 


在区间 （一 00 ， 


，v 


e 


, ?n 


* ■ » 


m 


m 


V,e 


不为常数，所以 


证因为所以，对任意的 i 參 j ， 


V,eV 


V lC V ， V 2 e Y ，…，线性无关 


例12设 A ⑴为实矩阵 ， Z = Z ⑴是# = 4(/)尤的复值解，证 


明 4( f ) 的实部和虚部都是此方程组的解. 

证 ^(0=^ i (0 + i ^ 2 (0- 因为尤 = XG ) 是方程组的解，故 


= A(t)(X x (t)^-iX 2 (t)), 


dt 


dX,(t) , . dX 2 (0 


所以 


dX 2 (t) 


_ 

— 1 


dt 


dt 


dX.it) 


从而 


= A (£) X 2 ( f ) ， 


= A(OX i (t) 

即尤(0的实部与虚部都是此方程组的解 


dt 


dt 


dX 


ij 13 设 A ⑴为实矩阵， （ A ⑴，⑴， …， 夂⑴）是 
A ( f ) X 的基解矩阵，其中& ⑴与 X 2 ⑴是一对共轭复值解向量，记 

Y, (0—Re^! iO^ — dX^O +x 2 (o ) ， 


dt 


def 


jr(X l (t)-X 2 (0). 

证明：用向量代替后所得的矩阵 a ^( m 2 G )， L ⑴， 

，夂 ( f )) 也是原方程组的一个基解矩阵 • 

证因为 

1/2 l/2i 
1/2 ~l/2i 


Y 2 Ct)—lmX 2 (0 = 


« _ » 


ni 


其中 


E 


n 一 2 
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且 1 B | = — 会关0,故 B 为非奇异方阵 • 所以，⑴， KO , 

，夂 ( o ) 也是原方程组的一个基解矩阵. 

例14证 明：若 是 g = A ( i ) X 的基解矩阵，则 （ X T ( i )) - 1 


« • • 


dX 


^-^=~ A T ( t ) X 的基解矩阵 • 


dX 


AU ^ X 的基解矩阵，有 detJS ： ⑴关0,所 


证 因为叉 （/) 为 
以 detOT ⑴ ）— 




dt 


dX 


又有 Z • 尤 -1 =£，且尤⑴满足 

~(X- l X)=X^-^-^X 


A ( M ， 所以 


dt 


" d ^ == ^ = ° 


dt 


dt 


dX~ { 


dX 


- X l ^X 




— 1 










dt 


di 


T 


d 


d 


d 


-r7(Z T a))- 1 ^^:(X" 1 (0)" 1 


故 


^rCX-HO) 




dt 


dt 


dt 


(—z—/i(r)) T =—>4 T ooor T ( ，） 广 \ 




从而， a T ( o 广 1 为基解矩阵 


第三节线性非齐次方程组的一般理论 


主要内容 


dF 


① 


形如 


AU)y + FCr) 




dx 


的方程称为线性非齐次方程组. 

1. 定理 4. 8 如果 F(x) 是线性非齐次方程组①的解，而 F。 Or ) 

是其对应齐次方程组 ^ = 的解，则(工)是非齐次 

方程组①的解， 


248 



定理 4. 9 线性非齐次方程组①的任意两个解之差是对应齐 
次方程组的解 * 

p 

定理 4. 10 线性非齐次方程组①的通解等于其对应的齐次方 

程组的通解与非齐次方程组①的一个特解之和 . 即若 fOr ) 是非齐 
次方程组①的一个特解， y: Cr) ， y 2 0c) ， … ， y„0r ) 是对应齐次方程 
组的〃个线性无关解，则 

k(x)=C]Ki o ： )+c 2 y 2 ( 工） +… +do)+?(：*：) 

■ 

是非齐次方程组①的通解 . 

2. 拉格朗日常数变易法 . 

定义 g==40 ： )y 的基本解矩阵 


② 


> ll (^) 3^2($) 

yz\M yzzM 


九 O) 

3 ^( 工 ) 


• a 

I 


■ ■攀 


0r) = 


% 1 ( 了） ％ 2 ( 工 ) 


(X) 


:V 


mt 


dY 


其每列均为 & = A(X)y 的解 K (X)(f=l ， 2, … ， 72) ，且 >^( ： 1 ：)， 


dY 


。 ( 工〉， … ， !^^ ： ) 为其一个基本解组 * 故 det 少 （ x)=W(x) 关 0, 则 g 


A(x)F 的通解可表示为 

I 

FU )=< P ( x ) C , C ,) 

其中 C , (/= 1，2, *“，《)为任意 常数， 

F(jtr) =<P (x 〉 C(x) ， 

其中 C ( x ) = ( C \ O )， C 2 ( x ) ，…， C „(: r )) T ， G (工 ）= 1，2,…， n ) 为 

I 

未知函数 • 




③ 


又 


将式③代入式①可得 

’Cr)C(x)+ 少 (x)C r Cx) = ACx)0 (j:)C(x)H-F(jc) 




④ 


1 (r)F(r)dr, ^: 0 6 / 


解得 


C(jt)= 




x 0 


y(.r) = 


⑤ 


则 


( 工）少 _1 (r)F(r)dr- 
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故非齐次方程组①的通解公式为 


( 工）步 ™ 1 (r)F(r)dr. 


K(x) = 0> Cr)C+ 


疑难解析 


在具体解题中，怎样求得非齐次方程组的通解？ 

答求得非齐次方程组①的通解，要求出 

c 2 0 r )， …， C „( x )) T 和 FOr ). 其中 FCr ) 可由式⑤直接计算，而 CCr ) 
由式④直接计算是困 难的. 因此，在具体解题时，可由方程组 

c\ Cr)y n (^-\-C' 2 (.r) ： y 12 0) + — +C: {x)y u i^ =/i( 工）， 

C[ 0))2] 0)+C 《 (x)y 2Z (jc)-\ - -\-C n 0)3^0)=/ 2 (:r ) ， 


C[ (x)y nl (x)-\-C f 2 Cr)3^ 2 (x)H - +C: (x)y rw (x)=f n (x) 

Cl — (z = 1 ， 2 ，…， 《) ， 


解得 


再得 


C ； (x)= 少 ,(x 〉 cLr+C, 




方法、技巧与典型例题分析 


dY 


本节要求通过例题进一步认识非齐次方程组 g = + 


dY 


FCr ) 的通解与对应齐次方程组 g = 4 Cr ) y 的通解之间的关系，能 

讨论有关的问题. 

例1求下列方程组的 通解： 


2 e 


0 


d 


x 


( 1 ) 




t 2 


0 






csct 


d 


(2 ) 丢 


dt 


1—2 


sect 


y 


y 
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奉 


(1) 将方程写成 


dx 


= y-\-2e i , 


dt 


① 




dt 


用消元法，求得方程组①的对应齐次方程通解 


~ C ] C r +C 


x 


e 


2 


② 


y=C } e f — C 2 e— ’ 


设方程组①有形如 


x = C } ⑴ +C 2 (f)e - ; ， 
= (Oe’ 一 C 2 (t)e- f 


③ 


的特解，代人方程组①中，得 


CiUW-C^Oe-^t 2 , 


④ 


可以解得 


2e 


e 


2 


— G 




— 7 ri — 2 — = 


2 




e 


e 


e 


e 




e , 2 e 


C f 2 (t ) —- 


-^ V+e 


2 / 


2 


e 


积分，得 


Ci (t ) =t-—e f (, 2 + 2t+2 ) ， 


C 2 (，）= + e f ( f 2 —2 f + 2) + 士 P 


2 


于是，方程组①的特解为 


f + 士 d — F — 2, 




2 


e ' — 2, 


^― — 


■」 v V 
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得齐次方程组①的通解为 


= C 1 e / +C 2 e~ / ~h ^ _ , 2 — 2 ， 


x 


2 


C 1 e t -C 2 e- t -\- t- 


— 2 t 


y 




(2) 用消元法，求得对应齐次方程组的通解为 


hsint 

— cost 2sin^ 


Boost 

2cosi + sini 


① 


— C 


C a 


设原方程组的特解为 


5sirU 

— cos 尤 + 2sin/ 


5 cos ^ 

2cosf 十 sin， 


x 


② 


十 c 2 (o 


=Ci (O 


y 


将式②代入原方程，得 


5cosf • C[ (，）+ 5cosf • C f 2 (f) 

(2cosf+sin，）C f 1 / 0) + ( —cos?+2sin,)C^ O) =secf， 


csct ， 




C[ (i) = —(coti + 5tanf — 2) ， 


解得 


a a > 


(2com—4) 






C] (^) = —(In I sin 尤丨 一 5ln |cos^ | — 2t ), 


积分，得 


C 2 (t) = —(2ln I sint | — At). 


于是，原非齐次方程组特解为 


(In \ sint I — 5ln | cost \ — 2^)cosi + 2 (In | sint \ — 40sinf ， 


x = 


4~(ln |sim I — 5ln|cos^ f —20 (2cosi + sini) 






③ 


+ 去 （2ln I sint \ — 4^) ( — cosf+2sirU). 


则由式①与式③组合即得原非齐次方程组通解 _ 

例2设&⑴ ， X 2 (0 ，… ， l +! ( O 是方程组 
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鲁 


dX 


① 




dt 


的 m + 1 个线性无关解，其中关 O , 求证方程组①的任何解 
恒可表示为 


② 


Xit )^ a x X x { t ) 十心；^(，〉+ … +‘ +1 尤 „ +1 0) ， 


其中七 


，〜 +i 为满足关系式 


，心， 


ai +<^2+ … +a 


1 


+i — 


7 \ 


的某些常数 • 反之，满足式③的函数也是方程组①的解 • 

证本例要说明这样一个 事实： 线性齐次方程组的线性无关 
解的最大个数是 n ， 而非齐次方程组线性无关解的最大个数是 


+ 1 


n 


设 X , Q )= X 1 ( t )- X ^ 1 ( 0 , X 2 ( 0 = X 2 ( t )- X n ^( t ), 

， X” (, ） ==z X n (/) — X„^-i Ct ) 9 

可以验证尤 ⑴ G = l ，2, …，”）是方程组 ¥ = ⑴的对应 

齐次方程组的解，且是线性无关解，所以是基本解组（可以用反证 
法证明线性无关组）. 

对 = + F ⑴的任一解 xu )， i ( o — 兄 +1 ⑴一定是 


② 


# • • 


ck 


^ = A ( OZ 的解，因为式②是¥的基本解组，故必存在一组数七， 


dt 


使 


^2， 


，， 


{t)=aiX^ (i) ^-a 2 X 2 iO + … - {-a n X rt (t ) ， 


X{t)-X 

X{O CO -\ra 2 X 2 iO + … ) + A+i (,) ， 


n+ 1 


XiO = a\XiiO - {~a z X 2 (t) + … 

— a rl )X n ^. l (i). 


则 


+ (1 — a } 


一— 


令 


a n ^i = 1— a^ — a 2 — 


一 a n ， 


XiO = a x Xi (t)~ha 2 X 2 (O + … (t) 

后半部分，可用类似方法求证 • 请读者一试. 


即得 
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dX 


例 3 设… i ) 是 


=A(ox+f i coa=i, 

A V m 

) 的解，证明：;足必为心）的解 • 

/ = 1 / — 1 

证因为尤=又心）为¥ =汲（，）尤+/,心）（/=1，2， 


dt 


， w 


« » _ 


> 


)的 


? ?n 


解，所以 


dX ； (t) 


A ⑴ Kz )+/, ⑴ （/■== 1，2,…，爪）_ 




d ， 


将它们逐个相加，得 

m 

d ^ X f (0 


a ( o ( 2足⑴）+2,⑴， 

1 = 1 f — 1 

rn 」 wv Ul 

所以⑴是 # = A ⑴尤 + Z ；/; ⑴的解 • 

1 i=1 

例 4 设有线性非齐次方程组 

dx 1 




dr 


— y+t ， 


=— JC 


dt 


① 


dy =^ : r + J ry— t 


dt 


t 


(1) 验证 ： r = P ，^=_£ 是对应齐次方程组的解； 

(2) 求所给非齐次方程组的解. 

(1) 将工=£ 

确是对应齐次方程组的解 • 

(2) 将 : r 2 = f 2 (l — 1加），父=山《代入方程组©的对应齐次方 
程组，知等式成立. 


一 ^代入方程组，即可验证 


2 


2 


X~t yy = — t 


^ y = 


t 2 (l-lnO 


式 0,知原方程组 ①的一 个基本 


当 广=1 时， 


tint 


— t 


解矩阵为 


t 1 ， 2 (1—— \nt) 


tint 


—t 
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所以，原方程组的一个特解（由主要内容中式⑤求得）为 


t 2 


了 lru — —in 2 i + -： - r 


x 


- 7* i 3 4 -冬/ 十各 ln 2 f 


y 


4 


所以，原方程组①的通解为 


2 


2 


t A 


= C^t 2 -\-C 2 t 2 ( 1 — In,) - {-—Int — —ln 2 ^+ ™ - - ， 


jr 


3 


y— —- —H — —t —ln 2 ^ 


4 


例 S 设 X ⑴是非齐次方程组 g = ⑴的复值解，这 

里 4(0 与 F ⑴都是实的.证明 : A ： ⑴的实部和其复数共轭也是非齐 

次方程组的解，而 ATO ) 的虚部是对应齐次方程组的解 • 

证设复值解/⑴ + iv ⑴，其中 t / ⑴， V (0 是实值函 


数，则 


dX{t) df/(0 , . dV(0 






dt 


dt 


dt 


A ⑴ t / ⑴ + L 4 ⑴ V ⑴ + F (/) 




比较其实部与虚部，可得 

抓,(’) =>4(/)" ⑴ +7^(0 ， 




dt 


dt 


所以， f / G ) 是非齐次方程组的解， V 0) 是对应齐次方程组的解. 

由上面的证明可知 

_ 

d(t/(0-iV(0) dc/a) . dV(0 

dt ^~di l ~dT~ 

= A (0 t /(«)+ F (0- iA (0 V ( f ) 

= A(OW ⑴ 一 iV ⑴） +jP ⑴， 

所以 A ： ⑴的复数共轭 t / ⑴ 一 iVCO 也是非齐次方程组的解. 

例6设％⑴ （/， j = l ，2,3) 在 一 oo < z < + oo 上连续，方程组 
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癮 


m 


dx x 


=^n (Osc l +a 12 0)x 2 +a 13 (f)x 3 ， 


dt 


di 


① 


⑴ A +a 2 2(t)JC 2 +<2 23 (0 工 3 ， 


=a 


21 


dt 


djc 


lt ) x l -^ a zz ( t ) x 2 ^ ra 33 ( t ) x 3 +t 


=a 


31 


dt 


所对应的齐次方程组的一个基本解组为 


-0 


1+^ ， 


— 1 ， 


e 


— 1 


求非齐次方程组①的通解及满足初始条件^(0)=^ 2 (0)=^ 3 (0) 
的特解. 


用常数变易法求解 • 设方程组①的解为 


0 


xitxo) -1 +c 2 (0 1+以 + C 3 (0 1 e ，， 


-1 


代人方程组①，求得 


0 


C {( t ) -1 +a (O l+z c^+CUO 1 es 


— 1 


解得 C [ Ct ) =，， C z CO =- fe -\ a ⑴ = a 2 + 20 e ^ 

^(0 = 4 -^+^, 


所以 


C 2 ( i ) = (£ 十 l ) e —+ C 2 ， 

C 3 (0 = - a 2 + 4 r + 4) e ^+ C 3 . 


故，经整理得 


0 


太 (0= 去 ， 2 — 1 +a+D i+i -a 2 +4^+4) 1 -l 




—— l 


0 


+ C 2 1+^ + C 3 1 e f 
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參 


工 1 (i) = Cj + —t 2 1 ， 


2 


或 


工 2 00=— Q+Qd+Od+C〆 一 —2/ — 3, 


2 


(/) = — C } +C 2 fe f +C 3 e x — —t 2 — 3, — 4 ， 


x 


从而，满足初始条件工1(0)=心（0)=工3(0)的特解为 


:^)=-^+$ 2 +，+1， 


2 


(0 = (3-0& — 4^ 2 -2 卜 3 


X 




工 3(,)= (— ，+ 4)e f — — ^ 2 — 3^—4- 


2t 


2 


€ 


例7求方程组1 = 


的通解 


AT + 


2 


0 


3* 


e 


e 


是对应齐次方程组的基 解矩阵 ，其逆 


u ) — 


3t 


e 


— e 


矩阵为 


— e 


e 


— ⑼二士 




-3t 


e 


e 


则方程组的特解为 


3/ 


2r 


t 


€ 


e 


e 


— e 


e 


X 


X(t) = ^r 


dr 


2 


— 3r 


3 / 


一 3r 


0 


e 


— 0 


e 


e 


X 


0 




e v — e 


2 


3 / 


-2 e ^+ e / 


e 


所以，原方程组通解为 


e 3 M (C x 


e ^ — e l 

— 2 e 2/ +e 


工 i 


1 


xiO= 


2 


3, 


c 


Zt 


e 


x 


— e 


e 


2 


2 


C^+C 2 P + + (P_eO 


2 


— C〆 + 去 （ e 3 匕 20 + d ) 
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第四节常系数线性微分方程组的解法 


主要内容 


dY 


对于常系数线性齐次方程组 g = Ay ， 存在非奇异线性变 
换7 = 7^，使方程变为 




dZ 


= T~ l ATZ, 


dx 


其中， r = o ") l ， 2 ， 

标准形. 


，打 ） ， detJ^O ,T X AT 是约当 (Jordan) 


• * ♦ 


约当标准形 7 1 - Ur 与矩阵 A 的特征方程 < ktC 4 — A £) = 0 的特 


征根有关 


(1) 矩阵 A 的特征根是单根的 情形. 


dY 


结论1如果常系数线性齐次方程组 g = 的系数矩阵 A 有 


n 个互异的特征根^，…，1，而 7\， r 2 ，…， r rt 为各根所对应的特 
征向量，则 


， YA^=e k ^T 


Y, U)= ： e k v r T lf y 2 Cr) =e A ， r 2 ， 


ay 

为& = >17的一个基本解组，其中: T ,_(/ = l ，2, …， n ) 可以通过求解 

方程组沿 \ = AJ\G = 1 ，2,…，《) 得到. 

定理 4. 11如果实系数线性齐次方程组 g =4( x)r 有复值 

解 y ( x ) = t / Cz )+ iVCr )， 则其实部和虚部 


v x O 〉 

i ； 2 0) 


u x (jt) 

U 2 (x) 


① 


， V(x) = 


U (x) = 


v n {x) 


Or ) 
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ay 


都是齐次方程组的解 


dY 


实矩阵 A 的复特征根一定成对地出现.这时，方程组 g = 


对应于 A 的复解的形式是 


r u cosbjo-\-r n smbx 

r 2 2COs6a'+r 2 isin6^: 


r n cosbx — r 12 sin6jr 
cosbx — r 22 sin6x 




^2 


21 


， ② 


+ie 


=e 




cos^jt —— r n2 sinbj ： 


r n2 cosbx^- r rtl smbx 


r 


y 


«i 


所以，如果在基本解组中有复值解，一定共轭成对出现，且可用形 
如式②的实部与虚部那样的实解来代替.最后得 到的” 个解仍组 
成基本解组. 

(2) 矩阵4的特征根有重根的情形. 


dZ 


dF 


此时，非奇异变换 r = rz 将方程组志=凫7化为& = 
r —】 Arz •其中 


Al ^ 


a 2 


T l AT = 


A 


A , 


(z = l ,2 ，… ，” 2) 


而 


Ai == 


h 


dY 


是々；阶的约当块， 々l+々2 十… +L ==”，々，乂 2，•••，々《 是石 = 处的特 
征根，其中可能有的彼此相等 • 

结论2 如果人 是矩阵4的々，重特征根，则 g=Ar 存在怂个 


形如 


yzj=PzM^ XiX ^ 


ynj=p fl j^ e 




③ 


(j= 1 ， 2 ， … ，々 ,) 
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的线性无关解，其中 / v >( x )0= l ，2, … ， n ; j = l ，2, …，々,)为 x 的次 

■ 

数不高于匕 一1 的多项式，取遍所有的 A,G‘ = 1，2, …，5)，就得到^ 
=AY 的一个基本解组. 

2. 常系数线性齐次方程组的基本解组的一个重要性质. 

定理 4. 12如果方程 g = 的特征根都具有负实部，则它 


dr 


的所有解当 X—+ oo 时，都趋于它的零解；如果 E = 至少有一 

个具有正实部的特征根，则不可能使得它的所有解当 X— + 00 时， 
都趋于它的零解. 


dY 


3- 常系数线性非齐次方程组 G = Ar + FCr) 通解的求法是 


dY 


dY 


用1，2中代数方法求得 g = 的通解，再由常数变易法求得 

AF + FOr) 的一个特解，组合即得. 


dx 




疑难解析 


dY 


1- 对于主要内容中结论2 中的& = 的基本解组，具体怎 

样来确定？ 


先将主要内容中式③写成向量形式 y(x)=-^(：r) e v， 再 
代人 g=Ay， 得恒等式 


dY 


(A — XiE')Piix^> = P\ ( 工 ）. 

由此得到关于 Av(z) 的待定系数的吨个等式，所有吨个系数可 
以通过其中（个表达，不妨设为 G，C 2 ，…,依次令 

C*i = l ， C*2 = 0 ， 

Ci = 0 > Cz = 1 > C*3 ~0 9 


化简得 


， c * = o , 


■ » # 


， cv=o. 


攀參 # 
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C \ = 0 j C 2 = 0 ， 


， Ck —i — 0 9 cv = 1 ， 


m 9 m 


就可得 到^=/^ 的 t 个线性无关解. 


取^遍所有的入 (/ 1 ， 2 ，…， s ) ， 即得 = 的& +是2 +…+是 


= n 个线性无关解，构成 g = 的一个基本解组. 

2 . 怎样理解定理：如果 A ， 是矩阵 4 的々 = nij 重特征根，则方程 

ii ^= Ay 有如下形式的非零解 

Y ( j ：) = (/?。+ /? 1 < 2 ：+ …+/? 々一： 

其中札是非零列向量，/?。，/^，…，札-:满足矩阵方程 

AR 0 = X j R 0 -\-R 1 , 

AR ^ = 七 / f 】 + 2及 2 ， 


】） eV ， 


X 


AR 




+ (々— 1)/? 




k 一 2 


jt 一 2 


ARt _i = A ; 

答这个定理与结论 2 的作用是一样的，利用它可以求得心 

所对应的6个线性无关解. 

但是，要注意以下 几点： 

(1) 及。必须是非零向量.若及。= 0,则1"(0)=及。=0,由解的存 

在唯一性定理知， yCr )=0, 与 F ( x ) 是非零解矛盾. 

(2) 及。，見，…，見^共有个分量，其中有々个分量是自由的， 
其余 (n — 1) 々个分量可由这々个分量表示 岀来. 只需给这々个自由 
分量以々组不同的值(如疑难解析1中 C \ , C 2 ，… ， C \ 的取法），且使 

Ro 是非零向量，即可得 A 个线性无关解.用它们的朗斯基行列式可 
以验证其线性无关性. 

(3) 当 A 产 a +沾 是6重复特征根时 ， l = a — 沾 也是々 重特征根. 

怎样利用线性代数方法求解常系数线性方程组？ 

答常系数线性方程组的解可以比较容易地用线性代数方法 


是一 1 * 


« 
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求得.首先，回顾已知矩阵求4的特征值和求4的属于特征值 A 
的特征向量的步骤. 

(1) 写出 A 的特征方程 

detCAE — A ) = 0 (或 det(/l — AE ) = 0) ， 

由特征方程解出4的特征值. 

(2) 将特征值 A , 代人4一人五，对 Af 进行初等行变换，求出 
4的属 于人的 特征向量.从而求出4的所有特征值的特征向量. 

讨论特征向量的不同情形.当全部特征值均为单重时，4有《 
个线性无关的特征向量，，/* 2 ， 

)就是方程组的一个基解矩阵；当>1有重特征值，但重特征值 
对应的特征向量个数与重数相同时，>1有《个线性无关的特征向 

， r „， 基解矩阵仍可依特征值均为单重时的方法 得到； 当 
重特征值对应的特征向量个数少于重数时，可用 

/\> + + …叶 


M X (t) — …， 


，广 /!， 


r ft e 


• ■ » 


— 1 


t n 




(”，■一 1)! 

求出特征值 A ,(«, 重）的〜个线性无关的特征向量.其中7^是齐次 

线性方程组 O 4 — A ^)" r ==0( 零向量）的非零解.对于每一个解 I *。，相 

应的 n ，〜…，/由关系式 r ,，= (4 — 确定. 

4的〃个线性无关的特征向量，必然构成常系数齐次线性方 


dX 


程组^^ = 4尤的一个基本解组. 




对于常系数非齐次线性方程组 ItAJT + FG )， 则还需要求 

得其一个特解，即可依照其通解的构成求得通解 • 


方法、技巧与典型例题分析 


本节要求熟悉矩阵 A 的特征方程、特征值及特征向量的概念， 
能够熟练地求矩阵4的特征值与特征 向量. 清晰地了解在特征值 
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dr 


为单根或重根情形下线性方 程组& 的基本解组的构成，能 


dY 


够求出方程组的>2个线性无关解与基本解组 • 熟知方程组 g = 

十 Fk) 的通解的结构，能够求得方程组的通解，特别是熟练掌握 


dY 


用常数变易法求方程组$ = 4^+/^(1)的特解 


J 1 求解下列方程组 




dx 


dx 




dU 


dt 


( 1 ) 


( 2 ) 


dy 




= —^x + ay 


Tt =2yi 

(l) 方程组系数矩阵 4 的特征方程是 

1 — A 0 

0 2 _ A 


dt 


det(A-AJB)^ 


= (1 — A) (2 _ A) = 0, 


解得特征值 Aj = 1 > A 2 = 2 


对应于特征值 A = i 的特征向量，满足 


b 


0 0 


0 


(A — £) 


■ * ■ 


h 


h 


0 


0 


解得 a = 即对应々=1的特征向量为 


0 


对应 A 2 = 2 的特征向量.满足 


b 


0 


— 1 0 


(A-2E) 


b 


b 


0 


0 0 


0 


解得 a = 0,6=l . 即对应 A 2 = 2 的特征向量为 

由此，得方程组的通解为 


0 


=Cie f 


+ C 2 e 


0 


3^ 
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其中，为任意常数 • 从而，方程组的基解矩阵为 


0 


e 


At — 


e 


2i 


0 


e 


读者应认真回顾髙等代数中的有关知识 
(2) 方程组系数矩阵>1的特征方程为 

a 一 A /? 


( a _ A ) 2 +/? 2 = 0 , 


det (A — AE )= 




- ^ 


A 


a 




解得特征值为 = 


a 


因为相应于 A = a + i /? 的特征向量.应满足 


b 


— i /? /? 

— /3 —• i/3j \ b 


a 


a 


— ij3a + gb=Q 

— pa — i/?6=0 

令 a = l ，则 6 = i ，则相应的特解为 


= 0 , 


==> b—ia 




(cos/?f+isin/?，) 


at 


—e 


e 


士 i /? 对应的实解为 


从而，特征值/^ 




=e 坩 sin/?f ， 

y 2 ^e 0t cos^t. 


x 1 =e at cos^t 9 

sin 你 


x 


和 


tit 




显然，这两个解线性无关，故方程组通解为 


cos/?/ 

— sinj3t 

e at (C 1 cosj3t-]-C z s\n ， 


sin/3t 

cos/3t 


x 










x = 


或 


e a/ ( — Qsin/^ 十 C 2 cos/?0 


: y 




从本例可以看到，在求得矩阵 a 的特征方程的特征值后，可以 


用待定系数法求方程组的特解，也可以用线性代数中求特征向量 
的方法求方程组的特解*具体运用视实际情况确定 • 

例2求解下列方程组 
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djy 


= 53 / 十， 




— 1 _ 1 


dx 


( 1 ) 


( 2 ) 


_ - ^^- p - 

dt ~ 


x 




石 = 0+5:; 

(1) 系数矩阵 4 的特征方程是 

5 — A 4 

4 5 -A 


det (^4 — A^) = 


~ (1 — A) (9 — A) = 0 


解得特征值为々=1， A 2 = 9 


a 


对应于々=1的特征向量」满足 


b 


4 


0 


a 


a 


( A -£) 




b 


b 


4 4 


0 


解得 a=l，6= —1. 即\ = 1对应特征向量为 




a 


对*应于 A 2 = 9 的特征向量.满足 


b 


— 4 


0 


a 


a 


(A — 9 五 ) 




b 


4 —4 6 


0 


解得 a=l，6=l •即 A 2 = 9 对应特征向量为 

所以，方程组的通解为 


* 




= C x e 


9x 


x 


+C 2 e 


—1 


z 


(2) 方程组系数矩阵 A 的特征方程是 

-1 -A 


— 1 


det (A — XE ) = 


-3- A | 

= [又 _ ( — 2 — i)][A — ( — 2+i)] = 0, 


解得特征值为 A a = — 2 —i,A 2 = — 2+i 


a 


当 A 2 = — 2+i 时，对应的特征 向量， 满足 


b 
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1—i 


— 1 


0 


a 


a 


(4 + (2 — i) 石 ) 


b 


1-i \h 


2 


0 




解得特征向量为 


. ，即对应复值解为 


1 — 1 


0' 


( — 2 + i)/ 


-It 


(cos/ + isin^) 


e 


— e 


1 — i 


-1 


cost 


sin 广 


— 2/ 


=e 


cost-\-smt 

故义=_ 2 士 i 对应两个线性无关的实解为 


smt — cost 


cost 


smt 


— 2^ 


-2t 


e 


e 


cost + sin ， 


suU — cost 


从而，方程组通解为 


cost 


smt 


尤⑴ =e— 


+ C 2 


cosz + sin ， 


smt —— cos 龙 


例 3 求解下列方程组 

I 

2x-\-y, 

y = 3jo-\-4y ； 

(1) 方程组系数矩阵 A 的特征方程为 


x—x+y, 


x 




( 1 ) 


( 2 ) 


3 ^ = 3^—2x 


(A-l)(A-5) = 0, 


det (A — AE)= 




4 — A 


解得特征值为 1， A 2 = 5_ 


a 


对应 A = 1 的特征向量.满足 


b 


0 


<2 


a 


U - E ) 




M ■ 3 3 \b 


0 


解得 a = l ，6= —1. 即对应 人=1 的特征向量为 


_ 1 


a 


对应 A 2 = 5 的特征向量，满足 


b 
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-3 


0 


a 


a 


(A-5E) 


b 


b 


3 


0 




解得 6=3〜 可取 a = l ，6=3. 即对应 A 2 = 5 的特征向量为 

■ 

所以，方程组通解为 


X 




5 / 


+C 2 e 


— 1 




(2) 方程组系数矩阵4的特征方程为 


1 — A 


det ( A - XE )^ 


= A 2 — 4A+ 5 = 0, 


— 2 


解得特征值为 A x = 2+ i , A 2 = 2 —i 


a 


对应 A , = 2+ i 的特征向量.满足 


b 


—1 — i 

— 2 1 一 ij \ d 

i ，6= i + i ， 则对应的特解为 

cos/+isin/ 

(cos ，一 sin?) +i(cos/ + sin ，） 


0 


a 


a 


C4-(2 + i) 五 ) 




h 


0 


解得 6=( l + i ) a ， 可取 




a 


x 


(2+i)/ 


=e 2/ 


=e 


l+i 

从而，特征值心 2 = 2 士 i 对应的实解为 

e 2t cost 9 

y x —e 2; (cos/ —sini )； 




Xo = e 2t sint 






2 


y 2 = e zt (cos 文 +siru)* 


显然，它们线性无关.从而，方程组通解为 


cost 


smt 

cosf + sinf 


x 


2/ 


C]C 


2t 


+C 2 e 




cost — sin^ 




例 4 求解下列方程组 


x = jt — 2y — z ， 
y=y—a:-\-z, 


^ 2 x — y + z f 

(2) ^ y —Jo-]~2y — 之， 


x 


z —x — 2y^i-2z 


z — jo — 




(1) 方程组系数矩阵 4 的特征方程为 
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1 ―^ A 


— 2 — 1 


det (A — AE) — —1 1-^ 


= A ( A +1)(2 — A ) = 0 


—1 — A 


0 


解得特征值为 — 1 ， A 3 = 2. 

对于 Ai = 0 的特征向量 (<2,6， c ) t 满足 


1 — 2 




0 


a 


a 


(A — OE^ b 


b 


0 ， 


-1 




0 -1 

解得 a = c ，6=0, 可取对应々= 0的特征向量为 （1,0,1) 

类似可求得对应々 =— 1的特征向量可取为（0，1，一 2) T ， 对应 

A 3 — 2的特征向量为（3,一 2，1) T . 

所以，原方程组通解为 


0 


c 


c 


丁 


0 


x 


1 +C 3 e 2 ’ 一 2 


=c, 0 +C 2 e_ f 


:V 


-2 


z 


(2) 方程组系数矩阵 A 的特征方程为 


—1 


det (A — AE ) = 1 2 — A —1 = (1 — A ) (2 — A ) (3 _ A ) = 0 

1 —12 _ A 

I 

解得特征值为七=1，々= 2，々= 3. 

对应 Ai = l 的特征向量 ( a ，6， c) T 满足 


0 


a 


a 


1 — 1 b 


CA-E) b 


0 ， 


0 


1 


c 


c 




解得 a = 0 yb — c ^ 故可取 A 1 = l 对应的特征向量为 （0，1，1) T . 

类似可得 A 2 = 2 对应的特征向量为（1，1，1)\々= 3对应的特 

征向量为 （1,0,1) T . 

所以，方程组的通解为 
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參 



0 


x 


2t 


c x e l +c 


1 +C 3 e 3 MO ， 


: y 




e 


z 


0 e 2t e 3 M [Cj 


j ： 


或 


2t 


0 c 2 




e, e 


2t 


3 / 




JS： 


e e 


e 


is 求解下列方程组 


r x -\- y = y -\- z , 
(2) ^ y z = z -\- x 9 

\ z + = jc -]- y . 


2x — 5; = 4_y — ， 

3 y — 4 y = 2 sc — y ； 


( 1 ) 


(1) 将方程组改写为 


x — 2x~Zy^ 


y=^~2y 

方程组系数矩阵 4 的特征方程为 


— 3 


det(A — AE ) = 


= (A—1)(A+1)=0, 


-2 —A 


解得特征值为々=1 ，A 2 = — 1. 

对应 A, = l 的特征向量满足 


b 


1 -3 


0 


a 


a 


CA - E ) 


b 


b 


1 


0 




解得 a = 36， 故可取 Ai = l 对应的特征向量为 


4 


类似可求得 A 2 = — 1 对应的特征向量为 

所以，方程组的通解为 




3 


x 


C〆-+C 2 e 


—t 




y 


(2) 将三个方程相加，得 


y -\- z = x ^ ry+z 


① 


X 
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式①分别减去方程组中第一、二、三个方程，得到一个新方程组 


工 = y . 


② 


3 ； = 之 , 


z —X 


两个方程组同解，故只需求解方程 组②. 

方程组②系数矩阵 A 的特征方程为 


— A 


0 


det (A — XE ) = 0 — A 1 = 1 — A 3 = 0, 

1 0 -A 

广 ■ ■ ■■■■ I m k ■ ■ ■■ 

解得特征值为 A x = 1, A z = — ~ + — » A 3 = -去- 

对应 A = 1 的特征向量 (a，6，c) T 满足 


—1 


0 


0 


a 


a 


(A — E ^) b 


b 


0 


0 ， 




0 -1 


0 


c 


c 


解得 a = 6 = 可取 & = 1 对应的特征向量为 （1，1，1) T . 


相应于 — 


i， 方程组有形如 


2 


X 


a 


( 


/3~. 


b 


y =e 


z 


c 


的解， （<2,6，C) T 应满足 


0 


0 


a 


i 


b 


0 ， 


0 


0 


C 


l /y. 


0 


解得6=去(一1+ v^Ti) 


(i+ /Ti)， 即可取 


a jc = — 
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1 , 

，-- ^ — 1 ， 


Ca f b ， c) T = 


相应的复值解为 


: r 




(-i + 








y =e 


1 / T . 

二 二 —1 


Z 


cos — -^-； + isin — 




3 


3 


— e 


/+Y 3 sin 


3 cos 


cos 


sin 




2 


2 


3 sin 


^ + V 3 cos 


cos 


sin 




1 _ 


从而入 3 = —7± 


i 对应的两个实解为 


v ^3" 


COS 


2 


,+ 3 sin — z~t 


v^y 


\mf\ 

e 2 


cos 




v^y 


t — y 3 sin 


cos 


2 


. %/T 


sin 


緣 t- v^Tcos 緣 t 


e 2 


sm 


/T 


孕纤 TTcos 


sin 


2 


显然它们线性无关 • 

所以，原方程组的通解为 
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命 




cos —-— t 


2 


X 


sin 


/y 


1 +C 2 e ~2 


: V 




COS 


2 


z 


~~^-^~^ *y 3 sin 


/T 


cos 


， 


sin 


+C 3 e~T -y| 


v^T 


t— V^cos 爆 t 


sin 


v^y 


/r 


亡 + v3 cos 


sin 


2 


16 求方程 


11111 


2 2 2 2 2 


x=Ax= 3 3 3 3 3 


x 


4 4 4 4 4 


5 5 5 5 5 


的全部解 


本例要直接求特征值与特征向量是困难的.由于 


x x 


0 C 


— (工1+工2+工3+文4+工5) 3 ， 


Ajc = A 


x 


工4 


工5 


因此，分量加起来等于零的任何向量 Jt 都是>1的对应于特征值0的 
特征向量.特别地，可取 


272 




0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 ， 


0 ， 


0 


0 


0 


0 


—1 


-1 


-1 


1 




是 4 的对应; 1=0 的四个线性无关的特征向量. 

又 （1，2,3,4,5) t S 4 的对应于特征值 A =15 的特征向量 
为，由 Ax = Ax 可知 


: 


2 


2 


A 3 = (1 + 2 + 3 + 4 + 5) 3 


15 3 




* 


4 


4 


5 


显然，这五个特征向量线性无关.所以，方程组的每一解具有形式 


0 


0 


0 


0 


0 


2 


0 


15^ 


x(/)—Ci 


0 + C 2 0 + C3 


1 + C 4 0 + C 5 3 


e 


4 


0 


0 


0 


-1 


— 1 




—1? 


7求解下列方程组 


dx 


dx 


— x+^y — z , 


= — 5 x — \ 0 y — 20 z ， 


df _ 




dy 一 


dy 


( 2 ) 


= -x + x-\-y^ 


(1) < 孟 = 5 工 +53/+10z ， 




dz 




=x — y-\-z 


= 2 工+ 4夕 + 9 之； 

( l ) 方程组系数矩阵 4 的特征方程为 

I _ 5 — A —10 


di 


dt 


— 20 
5 — A 10 


-( A —5)( A 2 —4 A 十 5) 


det(A —A£)= 




9 —A 
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_ 


= 0 , 


解得特征值为 = 5 ? ^2 = 2 H - i 1 A 3 = 2 — i* 

对应々= 5的特征向量 ( a ，6， c ：) t 满足 

—10 —10 —20 

0 10116 


0 


a 


a 


(A — 5 五 ） b 


0 ， 


4 


0 


c 


c 


解得 “=—2 0 6 = 0 ，可取 /1 1 = 5 对应的特征向量为 （一 2,0,1) T . 

对应 A 2 = 2+i 的特征向量 (a ， 6 ， c ) 满足 

-7-i -10 —20 

5 3 —i 10 


0 


a 


a 


(A 一 （2 + i 〉 五 ） A 


b 


0 ， 


7-i 


0 


c 


c 


解得 7(2 + i)6, 可取 A = 2+i 对应的特征向量 

5 

为 （5 + 5i ， 5 ，一 4 — 2i )， 得对应的复值解 

5 + 5i 


5 + 5i 


x 


(2 + i )( 


= e 2 ’（cosf + isini ) 


5 




c 


-4-2i 

从而， A 2 . 3 = 2 土 i 对应知两个实解为 

5(cosf — sinO 

boost 

— 2(2cosf —sinf) 


_ 4 — 2i 




5(cos/ + sin/) 

Ssint 

— 2(2sin，+cosf ) 


Zt 


2t 


e 


e 


所以，方程组的通解为 


5(cosi —sini) 

5cosf 

— 2(2cos^—sin?) 


_.2 


x 


5^ 


0 + C 2 e 2t 




y 


z 


5(cosf+sinf) 

5sin/ 


2^ 


+ C 3 e 


— 2(2sinf+cosr) 

(2) 方程组系数矩阵 4 的特征方程为 
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1-A 


— 1 


det (A — XE) = — 1 1 — A 


1 =-(A-l)(A 2 - 2 A+ 4 ) = 0 ? 


— 1 1 — A 


解得特征值为 Ai = 1， A 2 = 1+ = 1 — / l~i 

对应 A = 1 的特征向量 (〜6, c ) T 满足 

0 1 


0 


a 


a 




(A — E) U> 


-1 


1^ = 0, 


0 


0 


0 


c 


c 


解得 可取 々= i 对应的特征向量为 （ i ， i ， i) t 

对应 A 2 = l + v ^3" i 的特征向量 ( a ，6， c ) T 满足 


- /Ti 


—1 


a 


a 


(A — ( 1 + 3 i) 五 〉 b = 


- VT i 


b 


—1 


€ 


- /Ti 


C 




o 


o ， 


0 


解得 a = y (—1+ yTi ) c 9 h = Y ^- 1 ^ 一 i ), 可取; l 2 = l + v ^ Ti , 
对应的特征向量为 （ _ 1+ 'Z 3 i ， _ 1 _ \/ 3 i ， 2) . 故 A 2 = 1 + a / 3 i ， 

对应的复值解为 


-1+ /Yi 

—1— /Ti 


x 


y =e 


z 


( — cos V^3™/ —V^^sin /) + i(cos —sin ^~Z O 

(—cos t + sin V /_ 3 _ O + i( — cos — sin sT~^t 、 

2cos V^^^ + isin \/^~亡 

从而， A 2 , 3 = 1 士 / Ti 对应的两个实解为 


=e f 
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3 , — 3 sin 3 t 

3 t ~|- \/ 3 sin 3 t ， 

2cos \/~^t 

3 cos 3 t — sin 3 t 

\/"^cos y™^ ，一 sin y /r ~3~t 

2sin >sf^t 


— cos 


e 


— cos 


e 




所以，方程组的通解为 


3 t — 3 sin t 

\/"^+ /Tsin ^Yt 
2cos 


— cos 


x 


y =C〆 1 +C〆 


— cos 




I V^cos —sin ^f~Zt 

— \A3~cos %T^t — sin t 

2sin -f~Zt 


例 8 求解初值问题 


jr (0) 


d 


x 


x 


( 1 ) 






dt 


y( 0 ) 


-1 -3 

0 0 


-2 




: y 


djc 


( 2 ) 0 1 


1 X 9 : T (0)= 1 




dt 


0 


(1) 方程组系数矩阵 4 的特征方程为 

丨 3-A 8 

— 3 —A 


( 又 一 1)(A+1) = 0, 


det(A —AE) = 




_ 1 

1 


解得特征值为 A = 1， A 2 = —1 

对应 A =1 的特征向量 U ，6) T 满足 




0 


a 


a 


(A-E) 


WWW 


b 


-4 \b 


-1 


0 
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4 


解得 46，故》 1 = 1 对应的特征向量为 


—1 


— 2 


类似可求得 A 2 = — 1对应的特征向量为 
所以，方程组的通解为 




4 e r 


— 2 e — ， 


x 


c 




y 


e 


2 


代人初始条件 i (0) = 6 ，：yo = — 2 ，得 

4 C X — 2 C Z — 6 ? 
C 2 +C 2 =-2 

故方程组满足初始条件的特解为 


^ = 1, 

C 2 = — 1 ? 


4e f + 2e— % 


x = 


jy = — e — e 


(2) 方程组系数矩阵4的特征方程为 


0 


0 


det ( A - AE ) = 0 1 — A —1 


(1 — A ) ( A 2 — 2又 +2) = 0， 




1 -A 


0 


解得特征值 = 1 > A 2 — 1 H - i ? A 3 = 1 — i . 

对应>^1 = 1的特征向量(<2 ，^， C ) T 满足 

0 0 

0 0 —1116 


0 


0 


a 


a 


(A — jB) 6 


0 ， 


0 


0 


0 


c 


c 


解得 a 任意 ，6 = c = 0, 可取々= 1 对应特征向量为 （1，0,0) 

对应 A 2 = l + i 的特征向量 ( fl ，6， c ) T 满足 

0 0 
一 i —11 b 


0 


a 


a 


( A -( l -\- OE ) b 


0 


0 , 


0 1 


0 


c 


c 




容易求得一个特征向量 （0， i ， l) T 


277 




从而可求得 A 2 = l + i 对应的复值解为 


0 


0 


0 


(H-i)r J 


c l — sint 十 ie ’ cost 


e 




cost 


sirU 


故 A 2 , 3 = l 士 i 对应的两个实解为 


0 


0 


cost ， 


— sinf 9 


e 


smt 


cost 


所以，原方程组通解为 


0 


0 


xQ ) = e £ C } 0 + C 2 — sin ，+ C 3 


cos 亡 


0 


cost 


sin ? 


C , 


— C 2 sin/-hC 3 cosf 
C 2 cost-\-C z sint 

代人初值条件 T (0) = (1，1，1) T ， 解得 (^ = 1 ，(7 2 ==1，(7 3 = 1 

于是，所求初值问题的解为 


=e 


cost — sint 
cos /4- sin / 


例 9 用“化高阶方程法”求解下列方程组 


djr 


d ^_ 


x 


石1， 


dx 


z 


( 2 ) 


( 1 ) 


d 之 


dy 


2 




y 


dt ~ 


djc 


y 


ST 


化高阶方程法”就是把方程组化为与之等价的高阶方程 
式，然后通过求髙阶方程式的解来得出方程组的解.化高阶方程法 
实际上就是保留一个未知函数，求出由这个未知函数表示的髙阶 
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导数式，从中消去其他未知函数，就得到此未知函数的髙阶方程， 
故也称之为消元法. 

(1) 微分第一式，得 


d 2 x _dy 


dt 2 dt 


代人第二式，得 


d 


1 / dx 

d 7 


: v 


dt 2 


得到一个关于 O ' 的二阶方程式 

d 2 x If cLr 


= 0 


d ^ 2 


dt 


djr 


令沄 =M ’ 则宗 = “芸，上式化为 


—丄 z ， = () $ —- 


du 


① 


0. 




djo 


dj ： 


解式①，得 


dx 


= C x x => ^ = C x x jc = C 2 e c i J , 


dx 


于是 


C , C 2 e c i \ 


y= 




dt 


原方程组通解为 


y=^C,C 2 e c i 


(2) 微分第一式，得 


d z y 1 




+ 


djc ’ 


d ^: 2 


代入第二式，得 


d 2 ^_ 1 


djo 2 


y 




d 2 y_ 1 dy . 1 / dy 


得方程式 


dx 2 


dx 


dx J ’ 
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② 


y ^+( y ) 


2 


X 


pi 代入方程②，得 


是关于 > y ， y 的齐次方程.将变换 

du 1 


e 


djo 


x 


分离变量后积分，得 


y — C 2 e c ^ Z ^> 


-C.x Z 
1 ， 


u = Cx 


Z= zc^ 2 e 


所以，原方程组的解为 


C 2 e c ^ 2 ， 


— c i 


X 


€ 




z = 


y 


2C x C 2 


! io 求解下列方程组 


s 


■ 

I 


d 2 x 


=： y ， 


= 2 y f 


dt 2 


x 


( 1 ) 


( 2 ) 


d 2 y 


y = — 2x ； 


W = x 


dx 


dy 


(1) 令 I =:： C 1， 


%，原方程化为 




dt 


■ 


dx 


dt =J ° 1 ^ 


dj ：! 


2jy ， 




dt 


① 


dy 


石 = 力， 




= %oc 


dk 


方程组①的系数矩阵 A 的特征方程为 


-A 


0 0 


0 -A 2 

0 0 —A 

0 0 —A 


0 


=A 4 + 4 = 0 ， 


det(A —A£) 




-2 
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解得特征值为 A li2 = l + i s A 3i4 = — l ± i . 

々 = l + i 对应的特征向量 (《，6， c ， oO T 满足 

-1 -i 


0 


0 


a 


0 


-1 -i 


h 


0 


0 


— 1 —— i 


0 


c 


— 2 


0 


— 1 一 i J Id 


0 


可取。=1，6=1+^ =丨，6^ — 1+1，故有相应的复值解 


/ cos^+isin^ 

\ — sinZ+icos， 


X 


e (l+i)/ 




e 


: V 


即 Al.2 = l 土 i 对应两个实解 


cost 


sin 户 


e 


e 


— sint 


cost 


A 3 = —l+i 对应的特征向量 ( a ，6，c，c/) T 满足 


1-i 


0 


0 


0 


a 


1 — i 


0 


b 


0 


0 


1-i 

0 1-iJ Id 

可取 a = l，6= — l+i，c=—i，J=l+i， 故有相应的复值解 

/ cosf + isinf 
sin 卜 icosz 


0 


0- 


0 


c 


— 2 


0 


0 


x 


C-I + i)/ 


=e 


=e 


3^ 


A 3 , 4 = — l±i 对应两个实解 


: 


sin( 


cos? 


e 


e 


smt 


— cost 


显然，求得这四个实解是线性无关的 • 故原方程组通解为 


cost 


X 


smt 


cost 


smt 


C , 


+C 


+ n 3 • 


+c 




4 


— sin ? 


: V 


cos 亡 

dx l d 2 x 

dt —研 


suit 


— cost 


dx 


; 令砮 


_ mu d ^i d 2 y 

- y ^ m H = d ^ = X 


(2) 令云，则 

以方程组化为 


所 


=y 
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dx 


WWW 

di ~ 




② 


dy 






dt 


方程组②的系数矩阵 4 的特征方程为 

0 0 


■ — A 1 


0 — A 


0 


= ( A 2 -1)( A 2 + 1) = 0, 


det (A —A^) = 


-A 1 


0 0 


0 0 — A 


士 i 


解得特征值为 A = 1 ， A 2 = — 1 ? A 3 , 

对应 A = 1 的特征向量 ( a ，^， c ， d ) T 满足 

0 ■ 0 




0 


— 1 


a 


b 


0 


0 


0 




0 


0 0 — 1 

0 0 — 1J U 

解得 a = 6 =c = d ， 可取对应特征向量为 （1 ， 1 ，1 ， l ) 1 . 

类似可求 七=_1 对应特征向量为 （1，_1，1，— D 

对应 A 3 = i 的特征向量 ( a ，6， c ，< i ) T 满足 

0 0 


c 


0 


0 


a 


b 


0 


0 


0 




0 


0 0 


c 




d 


0 


0 0 

=W = _ i 6, 可取 A 3 - i 的对应特征向量为 
( l ， i ，一 l ，_ i ). 相应的复值解为 


1 




解得 


— C 


a 
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cos ，+ ismf 
— sinZ + icos ， 


1 / 


e 


— i 


— cost — isint 


sxnt — icost 


故 A 3 . 4 =± i 对应两个实解为 


sint 


cost 


— sin 亡 


cost 


— cost 


—— sin # 


siru 


— cost 


显然，它们线性 无关. 所以一阶方程组通解为 


cost 


sm £ 


x 


-1 


一 smt 


cost 


Xi 


= C } e 


+ C 2 e 


+c 


+c 




4 


— COS? 


— smt 


y 


—1 


smt 


一 cos. 


3^i 


于是，原方程组通解为 


cos ， 


sint 


x 


，一 t 




+ C 2 e 


+C 


+ C 4 


—cost 


— smt 


y 


例 11 求解下列方程组 


dx 


dx 


石 = 3 咖， 


: y ， 


dt 


( 1 ) 


( 2 ) 


dy 


dy 


工 +3 ： y. 

_ 

(1) 方程组系数矩阵 A 的特征方程为 

I 3 — A 

0 3 — A 






dt 


= (3 — A) 2 = 0, 


det (A™ A£) = 


解得特征值为乜 2 = 3. 

用待定系 数法. 设方程组有如下形式的解 


3 / 


(厂 u + ri2 ，） e 3 '， y = ( r Zi ^ r 2 zt)e 




JC 
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代人原方程组，得等式 


3 e 3/ ( r n + r 12 0 + e 3, r 12 = 3 e 3 '( r n + r 12 t )-\-( r 2l -\- r 22 t ) e Zt ， 


3 e & 0 21 + r 22 0 + e 3 V 22 = 3 e 3/ ( r 21 + r 22 f ) ， 


消去#，比较 r 的同次幂的系数，得 


= 0， r u 可取任意值. 
1 ， r 12 = r 21 = 0,得对应于 A =3 的一个特解为 


^12=^21， 


r 22 


取厂 


_ 


11 


X 


e 3 




0 


3^i 


1，得对应于 A =3 的另一特解为 


取 r 】 i = 0 


=厂 




，厂 】2 


21 


X 


= e 3/ 


:V 


显然，这两个特解线性无关.故方程组通解为 


x 


3 t 


3 / 


+ C 2 e 


= C\C 


0 


y 


(2) 方程组系数矩阵 A 的特征方程为 




( A -2) 2 = 0, 


det (A — AE ) 






解得特征值为 \ = ； l 2 = 2- 

用待定系数法.设方程组有如下形式的解 


( r u + n 2 ，） e 2 、 ( r 2i -\- r 21 t ) e 2t ， 




JT 


代入方程组，得等式 


2 e 2/ ( r n + r 12 ，) + e 2 V 12 = e 2 '( r n + r 12 ^> — e 2f ( r 21 + r 22 尤）， 

2 e 2/ ( r 2 i +r 22 r ) + e 2/ r 22 = e 2/ (ni + 厂 W) + 3 e “（ r 21 + r 22 f ) ， 


消去 e 2 S 比较 f 的同次幂系数，得 


厂 11 +H2 + r 21 = 0 ， r 12 + 厂 22 — ^11 + 广 21 一厂 22 = 0 ， 


=r 


— r 12 = r 22 


21 


11 


l , r 12 = —1. 相应于从 2 = 2的一个特解为 


1 ，广 21 = 0，贝 lJ 


取 




^22 




11 


2 丈 




X 】 


2 / 


te 


yi 
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又取 hi = 0， r 2 】 = l ，贝！] 


l ， r 12 = — 1，可得另一个特解为 




rzz 


2t 


— fe 


x 


( i+w 


^2 


显然，这两个解线性无关 • 故方程组的通解为 


1 — t 


—t 


a : 


2 t 


2 / 


=c 


+ C 2 e 


e 


1+( 




J 12 求解下列方程组 


d ^i 0 , 

d^ =2y ^ y 


d：Vi 


= 2^!+^ 2 ， 


t ^ 


dx 


dy 


d：y 


2 


( 1 ) 


( 2 ) 




= 2^+3 ; 3 i 




2 ， 


djc 


da : 


d ： v 3 ◊、 


dy 


d^ =2y 

a ) 方程组系数矩阵 a 的特征方程为 

2 — A 一 1 

det (A — A£) = 0 2 — A 0 

0 2 -A 

解得特征值札 2 , 3 = 2,所以方程组有形如 


3 ， 


0 


(2- A ) 3 = 0, 




0 


2 


ru-hr 12 x-\-r lz .r 

厂 21 + 广 22 工 + r 

-\~ r n x -\- r n x 


yj 


2 


2x 


yz 


X 




e 


23 


3^3 


31 


的解，代人方程组，得 


2 e 2 jr ( r 11 + r 12 x + r 13 j ： 2 )+ e ^( r 12 + 2r 1 3x ) 

2e 2j (ri 1 +r 1 2^ + r 1 3X 2 )+e 2j "(r 21 +r 2 2 ^： + ^23^ 2 ) > 

2e 2 T ( r 2 i + r 2 2 ^ r +^ 23 ^ 2 )™ l ~ G 2jt ( r 21 + r 2 2jc + r 23 x 2 ) 

= 2 e 2 x ( r 2 i + r 12 x + r 23 ^ 2 ) + e 2;r ( r 22 十 2 r 23 jc ) ， 

2 e 2 x ( r 21 + r zz x j tr 2 zx 2 ^) + e 2 x ( r 32 + 2 r 33 j ：) = 2 e 2 x ( r 31 + r 32 x + r 3 3X 2 ) ， 




消去经整理后比较： T 的同次幂系数，得 


2 r u = r Z2 = 0, 


= 0, 


r 33 = r 23 = r 32 


ru = r 2 i ， 
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可取任意值. 


厂 11 ^12,厂 13 


分别取 = 1 ， r l 2 = 0 


= 0; r n — 0 ^ r u — 1 ^ r i3 = 0; r n = 0，厂 12 


， ' 13 


1，则相应的解分别为 


= 0 




7 


? M3 


0 


x 


2 x 


2,r 


2x 


0 ， 


0 


e 


e 


e 


0 


0 


显然这三个解线性无关，故方程组的解为 


0 


3 ^i 


x 


=W 0 +w 1 + C 3 e 2 " 0 


3^2 


0 


0 




(2) 系数矩阵 A 的特征方程为 

2 —A 

det (A — A £) = 0 2 —*A 1 = (2 — A ) 3 = 0, 


0 


2 ~ A 


0 


0 


解得特征值为札 2 , 3 = 2,所以方程组有形如 


，、 i+r 12 ： r+r 13 工 

^21+^22 X + r 

+ r 32 Jt + r 


: Vi 


2.r 


>2 =e 


x 


23 


2 


^3 


r 


x 


31 


33 


的解，代人原方程组，得 


2 e 2x (; - n + ri 2 x + r 13 ^ r 2 ) + e 2 x (;- 12 H -2 r 13 a :) 

I 

= 2 e 2 x ( r n + r l2 x + r 13 jr 2 ) + e ^( r 2 i + r 22 x + r 2 zJc 2 ^ ? 

2 e 2 x ( r 21 + r 22 ^： + ^ 23 ^ 2 ) + e 2 ^ ( r 22 + 2 r 23 ^) 

= 2 e 2x 0 21 + r 22 ^ + r 23 x 2 ) + e 2jr ( r 31 + r z 2 xr zz x 2 ^ » 

2e 2z (r 31 +r 32 :r+r 33 :c 2 )+e 2j 0 32 + 2r 33 j：) = 2e Zjr (r 31 +r 3 2J ： + r 33 x 2 ) ， 


消去后，经整理比较 x 的同次幂系数，得 


2 nz = r 22 = r n , 2 r 23 =厂 32 = r 33 = 0， 


ri2=r n ^ 


可任意取值 


分别取 r u = 1, r 12 = 0, r 31 = 0; r n 


0, r 12 = 1 > r 31 = 0； r n = 0» r 12 
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= 0， r 31 = l ， 得相应的解为 


2 


X 


J ： 


2 了 


2 x 


2^ 


0 ， 


e 


e 


e 


x 


0 


0 


易知这三个解在（一〜， +〜） 上线性无关，于是方程组的通解为 


x 


y \ 




2t 


0 + C 2 e 2 叫 1 + C 3 e 2r 


= C x e 


yz 




0 


0 


3^3 


例 13 求解下列方程组 


d^r 


d:r 




dy 


( 1 ) 


Zx — y—2'Z ， 




d . 


dz 


2z — x-\-y 






dt 


(1) 方程组系数矩阵 4 的特征方程为 

| — 1 — A 


det ( A 一 A £) = 


= ( A —1) (又+2) 2 = 0, 


——1—— A 


—1 — A 


解得特征值七=1，々 

对应于 a = i 的特征向量 (^，6， r ) T 满足 


-2. 




— 2 


0 


a 


a 


(A — \b 


b 


1 -2 


OU 


1 


0 


c 


c 




解得 a = 6 = o 可取 Al = l 对应特征向量为 （1，1，1) T ，相应的解为 

e # ( l ， l ， l ) T . 


A 2 = — 2时，设方程组的解形如 


^2i+r 22 n ， 
^3i+r 32 /l 


J ： 


一 2/ 


^ =e 


z 
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代人方程组，得等式 


2e- 2 ， (r n +r 12 r)+e- 2 V 

( r u + r 12 0 十 e *~ 2/ 0 2 i 十 r 22 Z )+ e _2f 0 31 +/- 32 0 ， 

— 2 e _2( ( r 2 ]+ r 12 t ) + e 

(^n ~hr 12 0 _ e _2 ^(r 21 +" 2 V) + e ™ 2 '( r 3 i + r 3〆 ） ， 

- 2e- 2, (r 31 +r 32 f) 十 e 

(^n +r 12 f ) +e — 2 ’ （ r 21 ^rr 22 0 — e 一 2 ’ （ r 31 +rW). 




12 


2 / 


■ ■ 


=e 


— 2/ 


^22 


— 2 / 




-Z( 


r 3 z 


-2t 


=e 


消去厂'比较等式两端 f 的同次幂的系数，得 


+厂21+ 厂 31， 
广32 = 0， 


+厂22 十厂 32 = 0, 


^12 = ^22 = ^32 = ^11 


V 


12 


解得 


ri2 = r 22 = 

取 r 21 = — 1，〜= 0，则 ril = 1，相应的解为 


r u = ~ r 21 — r 3i 


(1，一1，0) T _ 

= — 1，则 m = 1，相应的解为 

(1 ，0, 一 1) T - 

显然，三个解在（一 oo ,+ oo ) 上线性无关，故方程组通解为 


— 2 f 


e 


又取 Qi = 0 


31 


— 2 t 


e 


jr 


— 2^ 


— 2/ 


C〆 1 +C 


-1 十 C 2 e 


0 


e 


: y 






0 


z 


(2) 方程组系数矩阵 4 的特征方程为 


2 -A 


— 1 




— 2 = (1 — A ) 3 = 0 ， 


—1 — A 


det ( A - A £)= 2 


2 _ A 


-1 


解得特征值为从 2 , 3 = 1.设方程组的解形如 


+ 厂12, + 广13, 
+ 广22, ~ h ^23^ 

十 r 32 f + r 3 〆 


r 


x 


n 


=0 


21 


z 


r 


31 


代人方程组，得 


e ’( r u + r ]/ + r 】 3 , 2 ) + e / ( r 12 + 2/、30 

= 2 e ^( r n + r 12 ^ + r 13 f 2 ) — e ’0 21 + r 22 f + r 23 f 2 ) — e ’（ r 31 + r 32 t + r 33 f 2 ) ， 
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e '( r 21 + r 22 t -\- r 2 Z t 2 )+ e i { r 22 J tZr 2 Z t ) 

— 2 e f ( r u + r u t ^- r 13 t 2 ) — e ' ( r 21 + r 22 ^ + r 23 ^ 2 ) — 2 e f ( r 31 + r 32 f + r 33 ^) ， 
e '( r 31 + r 32 / + r n t z ) + e ; ( r 32 + 2 r 33 £ ) 

= 2e / (r 31 H-r 3 2 ^ + r 3 3 ^ 2 )— e i (r n +r 12 / + r 13 / 2 ) + e f (r 2 i +r 2 / + 厂 2 3 , 2 )， 


消去 A 整理后比较等式两端 / 的同次幂系数，得 


r 22 = 2 (r 


^12 =r ll 一 r 21 一 ^31 ? 


■ ■ I ■ 4 一 1 

11 r 2l 7 31 夕 , 

= r 33 = 0* 


— r 31 ) ， 

^ tr n — 1 > r 2 i = r 3 i = 0, jH !] r 12 =l ? r 22 = 2 ? r 32 = — 1; 

取 hi = — 1 ， r u = r 31 = 0 ，则 = 1 ，厂 22 = 2> r 32 = —1; 

取 r 31 = — 1 ，厂 n = r 2 i = 0 ，则厂 


— Cr 


H3 = ^23 


^32 




11 


21 


l^r Z2 = 2^r 32 = — 1 




12 


它们相应的解分别为 

il-^t 


-l + 2 t ， 


It 


It 


e 


e 


—1—/ 


一 t 


—t 


显然，这三个解在（一〜， +〜) 上线性无关，所以，方程组的通解为 


1 *H t t 

C x e ^ 2 t + C 2 e f —1 + 2广十(7 〆 2 t 


JO 


y 




— 1 一 t 

从前面诸多例题可以看到，当方程组的系数矩阵 4 的特征值 
为单根时，一般用求对应特征向量的方法找出对应的解；当特征值 
为重根时，一般用常数变易法找出对应的解.但是，求解过程都比 
较复杂.除了例9所提到的“化高阶方程法”外，下面再尝试用别的 

方法求解齐次方程组. 

_ 

设入为方程组系数矩阵 A 的〜重特征值，则方程组一定有 


—t 


- t 


Z 




个形如 


— 1 


t 1 




( t )= e ^| r 0 +— r i + 2T r 2 ^ - ^ 

的线性无关解，其中 r 。 是齐次线性方程组 

U - lE )^ r=Q (零向量) 


r 


x 


rt ^ — 1 


! 一 1 ) ! 
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的非零解.对每一 '个 r 。 ， 确定〜 = (4 — KE^)r 

例14求解下列 方程： 


/-I ， 


0 


x 


X 


d 


(1) 孑 


2 


0 


0 


^ ; 




dt 


0 0 3 


z 


z 


0 


0 


x 


X 


d 


0 0 


(2) 芊 




y 




— 3 — 3 

(1) 方程组系数矩阵 A 的特征方程为 

2 —A 

det(A — A £)= 0 2 —A 0 = (2 — A ) 2 (3 — A ) = 0, 

0 3 _ A 

Ai = 3 ， A 

对应 1 = 3 的特征向量 ( a ，6， r ) T 满足 


—1 


z 


z 


0 


0 


解得特征值 


0 


0 


—1 


a 


a 


b 


0 ， 


( A -3 £)\b 


0 


0 






0 


0 0 

办， c 任取，可取 A = 3 对应特征向量为/* 1 = (0,0，1) 7 . 

对 A 2 . 3 = 2, 求 U -2£) V ^0 的基础解系 • 因为 

[0 0 0 

{A — 2EY= 0 0 0 

[0 0 

,^ 2) 线性无关，即为 G 4-2 五) 2 /"。= 0(零向量）的基础解系 • 所 

I 

以，原方程组的通解为 


0 


c 


c 


解得 




a 


0 


( 2 ) _ 


( 1 ) — 


0 ， 


0 


0 


⑴ 


0 


C a 


Zt 


Zt 


0 


亡 e 


e 


JO 


C 


it 


0 0 


e 


: y 


0 0 J I c 3 


3# 


e 


z 


注因为有 
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0 


1 


0 


0 


r! u ) = (A — 2E)r 


( 】 ） 


0 0 0 


0 


0 ， 


0 


0 0 


1 


0 


0 


0 1 0 
0 0 0 
0 0 1 


0 

1 

0 


( 2 ) 


( 2 ) — 


(A-2E)r 


0 ， 




0 


0 


0 


所以 x } (t} = e 2t 0 ， 


(t) = e 2t 1 +t 0 


e 2/ 1 


jr 




0 


0 


0 


0 


(2) 方程组系数矩阵 4 的特征方程为 


-A 


0 


det iA 一 XE) = 0 _A 


— ( A+l ) 3 = 0 ， 




_ 1 — 3 — 3 — A 


解得特征值七 . 2 .3= —1 * 因为 


3 


11 0 


0 0 0 

0 0 0 , 

0 0 0j 


(A— £) 3 = 


0 


—1 — 3 — 2 

故方程组 U— 五 )v=0( 零向量）的基础解系可取 


0 


0 


々）= 0， 


( 2 ) — 


(3) — 


0 ， 


0 


0 


算得 H 


( 1 ) 


(A — E)ro l} = 0 ， 


( 2 ) 


( 2 ) — 


(A —£)r 






0 


-1 


— 3 


0 


(3) 


(A—E)ro 3) = 1 ， r 2 1} = (A — E)r\ 


(i) _ 


— 1 ， 




— 2 


( 2 ) 


(A-EM 2) = -2 ， /f)=C4 — 五 ) /f) = 


-1 




2 
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于是，原方程组通解为 


t 2 


e -/ H~C 2 1 ~\~t — 2t 2 e- r 十 C 

、一 3, + 2, 2 j 

还可以用 “ 算子法 ” 求解齐次线性方程组 . 即用算子 D 表示对 
未知函数的微分，化齐次方程组为系数含算子乃的方程组.再由系 
数行列式的特征方程求出原方程组的通解 • 

例 15 求下列方程组的通解： 


2 


C 】 


t—t 


— t 


e 


1 _ 




—«r+2 ： y ， 

y = — 2x+ 1 dy 


+ y = 2 y ^ 


X — 


( 2 ) 


( 1 ) 


— 2 x ； 


x — y 

(1 ) 改写方程组为齐次方程组 




Dx+ {D—2)y = O y 
{D-\-2)x—Dy=0^ 


计算系数行列式 


D D-2 
D + 2 -D 


-2(D 2 -2), 


ZKD ) 






化为解二阶方程 


△ (D) ： r=2(2 —D 2 )t=0, 


其特征方程为 2 — A 2 = 0, 解得特征根 A=± /Y ， 所以，方程通解为 


一 sTTt 


C.e^+Qe 


X 




由第二个方程得； = 丄 +2 工，两端积分，得 

= x+2 「 :r ⑴士 = .r(f) + 2 f (Cie -\-C^~ 


y 


— / T " t 


= Ci( v^2" + l)e^+C 2 (l- /T)e 

所以，原方程组通解为 


JO 


+C 2 e 一爪 


rrt 


=C!e 


i- v^y 


1 +/T 


3^ 


(2 ) 改写方程组为齐次方程组 
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(D-\-l)x — 2y—0 9 
2x+(D—3)y = 0* 


计算系数行列式 


D 十 1 — 2 

2 D — 3 


= (D-1)\ 




化为解二阶方程 


AW)x^w-\yx=o, 

其特征方程为 (A —1) 2 = 0,解得特征值乜 2 = 1，所以，方程通解为 




代入原方程组中第一个方程，得 


y=-(x-\-x) = ~(2C l +C 2 -\-2C 2 t)e t =C^e £ -\-C z t + — 


e 


2 


于是，原方程组通解为 


x 


+C〆 




: v 


下面讨论常系数非齐次线性方程组的求解问题 
例 16 求解下列方 程组： 


x =^+2 eS 


= 2 y —工 + 1， 


工 


( 1 ) 


( 2 ) 


y = x + t z ； 


3y—2x 


y 




先求对应齐次方程组的通解，再由常数变易法求原方程 


组的特解，就可以组合为原方程组的通解 

(1) 对应齐次方程组的特征方程为 


det(A —A£) = 


= ( A —1)( A +1) = 0, 


1 -A 


解得特征值 


=== 1 > A2 ^ 1 • 

由 （A — A £) r =0( 零向量），可解出 Ai = 1， A 2 = —1 对应的特征 


向量分别为 （1，1) T ，（1，_1) T _ 所以，齐次方程组的通解为 


x 




+V 




—1 
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奉 


用常数变易法 • 设原方程组的特解形如 


X 


〜 =Cr(Oe l +C 2 (Oe— ^ 


-1 




其中 CUO ， CKO 满足 


2 d 


C[ (Oe r -\-CUOe^ 


—1 


可写为方程组 


C(a)e , +qa)e- / = 2eS 
C[ ⑴ e’ 一 C f z (f)e _ ^ = ^ 2 , 

C；(0 = 1 + QUO =e 2f -^V 


解得 


C 1 (t)=t——t z e 


— t 


积分，得 




— te —e 


C 2 (t) — —e 2t — —^ 2 e + te 1 — 


所以，原方程组特解为 




£e’ - —t 2 — 1~ 1 


—e* —— — 


x 


y 


— + —t 2 — < +1 


te f — —t 2 — t — 1 


2 


I 士 e ’ -- 2 


e* — 2t 




于是，原方程组通解为 




x 


+C 2 e~ ; 














(2) 对应齐次方程组的特征方程为 

j — 1 — A 2 


= U - 1) 2 = 0 , 


det(A-A£) = 


3 — A 


-2 
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解得特征值为夂 2 = h 故齐次方程组有如下形式的解 










X 


y 


代人原方程组，消去 & 后得 


2 +厂12广）+厂12 = 2?" i 2 + 2 r 22^ 9 

厂 21 J tr zl t-\-r zl = ^ (r 21 +r 22 ^) — 2 (r n -\-r xz t)* 


比较等式两端 f 的同次幂系数，得 


2r n +r 12 — 2r n = 0 ^ 

若取 Qi = 1，^ i 2 0,则 ri ] = 1 ，故相应的特解为 

= 


r 12 = r 广 


Xi =€ 


又取〜1 = 0，12 = ，22=1，则 〜=— 则另一个特解为 


— ^ r +, e ’， 


y2~te 


^2 = 


显然，这两个解线性无关.故齐次方程组的通解为 


— 尤 


X 


2 


= C \ e ’ 


+C〆 


3^ 


用常数变易法求特解.设原方程组的特解形如 


—士+， 


x 


2 


=C! ⑴ e ， 


+ C 2 ( Oe ， 


y 


代入原方程组，得 


C[ (O^+Q (^)eM - — -+■£ 


2 


C 1 , (Oe / +qa)e , • t^O, 

C {(0 = 2， e 、 C “ r )=-2 e 

Cj(0 = -2a+l )e' f , C 2 (0 = 2e~ f 


—t 


解得 


积分，得 
故非齐次方程组的特解为 


— 


-3 


x 


= -2 a + i ) +2 


— 2 


y 
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所以，原方程组通解为 


—士+尤 


— 3 


x 


C 1 〆 +C 2 e 




-2 




例17求解下列方程组 


djo 


— 4 工 — 2 ) + 


-j—= 4x — 3)+sinf ， 


a: 




-1， 


d ， 


e 


( 1 ) 


( 2 ) 


dy 


y = 6^ + 3y—- t 


石 = 2x — y — 2cosf 


— 1， 


e 


( i ) 对应齐次方程组系数矩阵 a 的特征方程为 


— 4 — A 


— 2 


det (A — AE) = 


= A ( A +1) = 0, 


3 — A 


解得特征值为々= 0，々=— 1. 

由 C 4-； l £) r =0( 零向量），可解得对应特征值 A = 0， A 2 = — 1的 
特征向量分别为（1，一 2) t ，（2, 一 3) t . 于是，齐次方程组的通解为 




+ C 2 e" f 




— 3 




用常数变易法求特解.设原方程组有下列形式的特解 


x 


+C 2 (Oe 


= c , a ) 


-2 


— 3 




其中 c \' oo ， qof ) 满足 


e f ~l 


2 


C [ Ct ) 


+C 2 ⑴ e 


-2 


—— 3 


e ^-1 


C((0+2q(Oe- f = 


e f —1 ’ 


— 2 C [ (^) — 3 C r z ( i)e f — 


t ^ > 
e — 1 


e 


解得 


C [ (0 = 0， C f 2 ( t ) = 


( 一1， 


e 
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积分，得 

故原方程特解为 


C] (0 = 1 ， C 2 0f) = ln |e ’一 1 


x 


+e—in |e ’ 一 1 


o 

u 


—— 3 


: y 


于是，原方程组通解为 


X 


+e~^ln |e^ — 1 




十 C 2 e— 


o 

£j 


— 2 


— 3 


-3 




(2) 对应齐次方程组系数矩阵 4 的特征方程为 


4 —A 


— 3 


det (A — AE) ^ 


= ( A —1)( A —2) — 0, 


—1 — A 


解得特征值为 Aj = 1 > A 2 = 2. 

由 （ A — 祝)#* = 0(零向量），可解得对应特征值的 

特征向量分别为 （1，1) t ，（3,2) t . 于是，齐次方程组的通解为 


x 


Zt 


C.e ^ +C 2 e 






用常数变易法求特解.设原方程组的特解为 


T 


Zt 


= C 1 (i)e' +C 2 ⑴ e 


y 


其中 c (( o ， q ( o 满足 


C [ ( Oe ^+ C ; (03 e 2 ’ = sin ，， 

C [ ⑴ d+C; ( t ) 2 e zt = — 2cos ，， 

解得 C [ ( 0 = e^ l C ― 2sirU— 6cosf ) ， C ’ 2 ( t )= e " 2 t { sint -\- 2 cost ) ， 

积分，得 C } (^) = 2e—(2cosf — sirU) ， C 2 ( t ) = — dost . 


于是，原方程组的特解为 


icost — 2smt 

I 

4cosi —2sini 


3cos/ 


cost — 2sm, 
2cos/ — 2sint 


x 


2cost 


y 


从而，原方程组的通解为 


cos/ —2sini 
2cosf—2sinif 


x 


21 


C^e 1 +C 2 e 
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例 18 求解下列方程组 


dx 


2 


y-\-cosnt ^ 


dt = ~ n 


= jy + tan 2 / + 1 ， 
y = — x + tan /. 


x 


( 2 ) 


( 1 ) 




— n 2 jr -\- s\nnt ； 




ck 


( l ) 显然〃关 o . 对应齐次方程组系数矩阵 4 的特征方程为 


2 


— A 


— M 


X 2 — w 4 = 0 ， 


det(A-XE) 






— n 2 


-A 


解得特征值为 々= n 2 ， A 2 = _ 

由 （4 — AE ) r =0( 零向量），可解得对应特征值 Ap / iSAf - M 2 

的特征向量分别为（1， 一 1) T ，（1，1) T . 于是，齐次方程组通解为 


2 


n 


x 


c ie w/ 


— rtf 


+C 2 e 




—1 


: V 


用常数变易法求特解.设非齐次方程组通解为 


x 




+C 2 a)e 


=== C ， 2 ( 龙 ） e 


n t 


_ 1 


: V 


其中 ( t )， C ⑼满足 


C[ (Oe^ + C^Oe 
— C[ (,)e” f -^C r 2 (,)e 


—nt 


= cosnt f 


一 fTt 


= sinnt f 


C{ (^) = 


Ccosnt — smnt ) ， 


解得 


— 71 "/ 


了 e 


2 


(cosn^+sinn^)* 


aa >= 


n t 


— e 


积分，得 


[<l+n)sinn? — in —— l)cos«i ]] ， 


—rrt 


Ci (^) = 


e 


2«( n 2 + l ) 


[( l + n ) sin ^— in — Dcos ^ O * 




Cz (^ ) = 


e 


2 W + 1) 
于是，非齐次方程组的特解为 
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W 十 1 


sin；i 广 


(” 2 + l) 


x 


n 


n — 1 




cosnt 


(打 2 +1) 


n 


所以，原方程组通解为 


«+i 


smnt 


<V + 1) 


x 


n 


= C x e nt 


+ C 2 ei ' 




n—l 


y 


cosnt 


n ( n z — l ) 


(2) 对应齐次方程组系数矩阵 A 的特征方程为 


= A 2 +1 = 0 ， 


det (A — AE )= 


1 —A 


解得特征值 Aj — i ? A 2 — 一 i - 

对应 i == i 的形如# («,6) t 的解，代人齐次方程组后可得 

ai — 6=0 

bi~\~a — 0 

于是，齐次方程组通解为 


cos ( + isirU 

— siiU + icos ， 


x 


* 

It 




=e 


: y 


cos ^ 


siru 


x 


= C \ 


"hC 


2 


— smt 


cost 


y 


用常数变易法求特解.设原方程特解为 


sin ^ 


cos ^ 


x 


+ C 2 (0 


= C 1 (/) 


cost 


— smt 


y 


代入原方程，知⑴满足 


C \ ( Ocost -\- C r 2 (Osini = tan 2 f + l ， 
— C [ it ) sint -\- C f 2 0 )cosf = taru ， 


解得 


C [ ( t )= cost 9 C f 2 (0 = 


+ 1 sin (， 


2 


COS^t 


smt 

cost 


积分，得 
于是，原方程组的特解为 


Ci (0= sint f C 2 (f )= 
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sm^t 

cost 


sin J ， 

'cost 


sintcost 


smtcost 


.r 


sink 






0 


sim 


所以，原方程的通解为 


sinicosi+ tan/ • sin 2 t 


cost 


sirU 


x 


= C l 


+C 


0 


—— smt 


cost 


y 


例16、例17、例 18 都是用常数变易法求解非齐次方程组，下面 

介绍其他方法. 

如果非齐次方程组的系数矩阵4有》个不同的特征向量 A ， 

， or „ ，则 A 可化为对角矩阵 I ^ diagdA , …， AJ ， 其中々，乂 2 , 
…，是4的特征值.此时，可用线性变换*1：=7>(其中『二 （ o ^， cr 2 , 

…， cO ) 将非齐次方程组化为 

I 

y f =Dy+G(t), GU)=T_ l F ⑴， 

由于：/=1^+0(0是《个相互独立的方程 

y! = ^y t ~hgi(0 (/ = 1 ， 2 ， 


0^2 ’ 


»擎 ■ 


， w ) ， 




故可直接求出解 


： ^(0=C,‘eV + e V 


T g t (r)dr 9 


e 


0 


再利用变换工 = 7> 求得原方程的解. 

例19用线性变换法求解方程组 


-4 


JT + 


JC = 


2 




~ 4^4 


对应齐次方程组系数矩阵 A 的特征方程为 

I — 4 — A 


= A ( A +5) = 0, 


det (A - AE)= 


— 1 — A 

解得特征值为1 = 0，々=_5.可求得对应的特征向量为 （1，2) T ， 
(一 2，1) t . 故矩阵 r 与它的逆矩阵7- 1 为 
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# 


1/5 2/5 

— 2/5 1/5 


1 




， T~ l = 




2 


设 t = 则方程组变为 

0 0 

0 —5 


l 々 + 8/5 


y ~^ 


y — 


4/5 




4 


3^2 = — 5^2 + ^ 


(^) =ln \ t I +^^+(7 ! ， 


5 


得 


4 


y 2 (^) —. 


25 


所以，原方程组通解为 


8 


In 1 1 ~j — —t +C\ 


1 _ 2 




x 


2 


4 


C , e -^ + ^ 


25 


8 


In 1 1 +~^r 《十 — 20 2 g 


-St 


25 


2ln I + 4 ^/+ 2 C l 1 +C 2 e _5f + 7 ^ 


4 


25 


-2 


-2 


4 


或 x (0= 一 ln |? |+ — 


-St 


+Ci 


+C 2 e 


t + — 

汁 25 

某些常系数非齐次线性方程组也可以用待定系数法求其特 
解，如 FG ) 为多项式与指数函数乘积时的情形. 

例20用待定系数法求方程组的特解 

_ 5 — 1 


一 1 


— 4 ( 


JC + 


X = 


e 


1 —3 


对应齐次方程组系数矩阵 a 的特征方程为 

— 5 _ A — 1 

_ 

1 — 3 _ A 


=( 朴4) 2 = 0, 


det (A — AE) = 
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攀 


解得特征值为 乜 2 = _4. 故原方程组特解形式为 


<2], 2 -\~bjt H-c'j 

2 f+ 厶 〆 十 c: 


— 4 / 


X — 


e 


a 


2 


代入原方程组，得 


2a^t-\~bi — 4( a 1 f 2 +6 1 Z + c 1 ) 

— 一 h(ait 2 -\-bit~\~Ci) — {a 2 t 2 -\-b 2 t-\-C2^ — 1 ， 

2 a 2 t -^ b 2 — 4 Ca 2 t 2 -\- b 2 t -\- c 2 ) 

= ait 2 -\-bit-\-Ci — 3(a 2 f 2 +6 2 右 + c 2 ) + 2 ， 


比较 £ 的同次幂的系数，得代数方程组 


a 1 +a 2 = 0, 


2 < 2 1 + 6 1 + 6 2 = 0 , 
2a 2 — by — b 2 — Of 


办1+^1+(2 = 0, 


b 


2, 


2 — € \ — C Z 




解得 


a z = — j = 1 ^b l -\-c l ~{-c 2 = — 1. 




取 = 0 ，^i = 0,求得原方程组的特解为 




— At 


x = 


e 




下面举一个一题多解的例子. 

例21 求方程组的通解 


2_ 2 t 


0 


x~ 


x — 


2 -1 


解法一 （常数变易法）对应齐次方程组系数矩阵4的特 


征方程为 


= ( A - l )( A +2) = 0, 


det (A—AE) = 


—1 — A 


解得特征值为 A = 1， A 2 = —2. 
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由 G 4- A£)r = 0( 零向量），可解得对应特征值 七=1，义 2 = — 2 

的特征向量分别为 （1，1) T ，（1，一2) T . 故齐次方程组的基解矩阵 

⑴与逆矩阵边― 1 ⑴为 




— e 


— e 


2/ 


3 


e e 




0 (/)= 






-2 / 


e, e 


2t 


2t 


— e 


- r*e 


所以，原方程组通解为 


(3 洲卜 ) M 




dt 


5 


4 


e 


C , 


3 


=<P (O 


+<p a) 




C 


^ e 2t — ^te 


2t 




C \ 


3 


(t) 


+ 少⑴ 


C 2 




2t 


C ^ e ’+ C^e 


C〆 一 2C 2 e 2i + 2’ 一 1 

解法二（待定系数法）由解法一知，对应齐次方程组的通解 


为 


一 2t 


C , 


C ^ e ’+ C^e 
C , 1 e f — 2C^e 


x{O = 0 Q) 


C 2 


-it 


-2 


因为 F (0 可表示为 F (0= +t 


+访，所以，原方程 


=a 


0 


组可写为 


① 


jc — Ax^-a^-tb* 

又因为 A =0 不是特征值，所以原方程组特解形式为 

+^V ( w，v 待定） • 


x= 


将$代人式①，得 
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d 


* TT ( W +, V ) = i 4( W + fV ) 十 +访） ， 


cU 


CAu~\~ay +f (v 4 v+ 6 ) 

比较等式两端 z 的同次幂的系数，得 

办+6 = 0(零向量）， 


v 




>ll/+a = V ， 


0 


解得 


—— A^ l b = 


u = A^ 1 (v — a) = 


y = 


— 1 


故方程组特解为 


Jt = W+ZV = 


— 1 + 2 ^ 


所以，原方程组通解为 


c x e + c z ^ 2t ^t 


x(O=0 (Of+x = 


CjC^ — 2C 2 e— 2r + 2( — 1 

解法三 （线性变换法）因为对应齐次方程组系数矩阵 a 的特 
征方程有特征值人=1，々==— 2,特征值对应的特征向量分别为 

(1，1) 7 和（1，一2)'所以由特征向量构成的矩阵7 1 和逆矩阵7^ 1 分 


别为 


2 


， T 


7 1 — 


1 




作变换 i = 7> ，并代入原方程组，得 


5 — 4广 

l — 2t 


0 


2_ 2t 


y^T^ATy+T ^ 1 




0 —2 


y [ =^i + "^"(5 —4^) , yz — — 2^2 + - 5 - (1 — 2 ?) ， 


故 


解上述方程，得 


C ^ + 令 (心 一1 ) 




yz 


cf ++ a-o 


304 




所以，原方程组通解为 


+ t (4, — 1 ) 


x(t)=TyCO = 


1 




C 2 e— 2 ，+ + (l—O 


C } e r + C 2 e -^+^ 

C x e l — 2C 2 e - 2/ + 2 ? — 1 

解法四（消元法）把原方程组写为 

+2 — 2t ， 


① 


x f 2 — 2x x — x 2 ^r\ 


由式①中第一式，得 


x 2 = x[ +2 卜 2 


② 


代人式①中第二式，得 


x f {-]rx[ —2x\ = 1 — 2 , 


是常系数二阶非齐次线性方程，求得其通解为 


C ^+ C 2 e _ 2 ，+£， 


X \ 




代人式②，得 


工 2 = 一 2C z e~ Zt + 2 卜 1 


所以，原方程组的通解为 


C x e+C 2 e^ 2t +t 

— 2C ， 2 e_ 2/ 2 ^— 1 


x (0 = 


下面讨论常系数非齐次线性方程组的初值问题. 
例22求解初值问题 

1 0 0 

2 1 - 2 | x +| 0 


0 


0 


dje 


， Jt ( 0 )= 1 


ck — 


2 


exos/ 


对应齐次方程组的系数矩阵 >1 的特征方程为 

1-A 0 

det (A _ AE) = 2 1 — A 


0 


2 =(l-A)(A 2 -2A+5) = 0, 




1 _ ^ 
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解得特征值为 七= 1 ，々 . 3 = 1 士 2i . 

由 （A —五) r = 0 ( 零向量)可解得 ， A = 1 对应的特征向量为 n = 
(2 ，一 3,2 ) t ， 对应解为 e \ 2 ，一 3,2) t . 

由 （ 4—(l+2i) 五) r=0( 零向量）可解得， A 2 = l + 2i 对应的特 

征向量 r 2 =( 0 ， l ， 一 i ) T ， 所以对应的复值解为 


0 




x ( t )= 1 


e 


1 


0 


0 


0 


0 


= eMcos2 ^ 1 + sin2f 0 + ie f sin2 ^ 1 — cos 2 t 0 


0 


0 


A 2 , 3 = l 士 2i 对应两个实值解 


0 


0 


cos2f |， I sin2 ， 

—— cos2 亡 


e 


sm2^ 


显然，这三个解线性无关 • 所以基解矩阵为 


2e f 


0 


0 


( t )= — 3 e l cos 2 ^ sin 2 ^ 

p 

2 e * sm 2 t —cos 2 / 

^ 2 0 0 

( 0 ) = —3 1 0 

2 0-1 


1/2 0 O' 

3/2 1 0 ， 

1 0—1 




% 




0 


0 


- (1 — cos2 ，）+ sin2 , cos2 , — sin2 亡 


1 (0=e t 






sin2i cos2 广 


1H — ~ sin2 ^ — cos2 亡 


所以，原方程满足初始条件的解为 


0 


0 


dr 


-Hr) 


0 


xO )=^ ( t ) 1 + 少 （O 




0 


e r cos2r 


0 
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0 


0 


cos 2 》一 sin 2 H (O I I sin 2 rcos 2 r I dr 
cos 2 ，+ sin 2 f 


=e 


0 


cos 2 2 r 


0 


t cos2t — 1 H — ~ sin 2 . 


=e 


1 +— cos 2 广 + _rsin 2 . 


例 23 求解初值问 


djc 




x ( 0 ) = — 1 ， 


dy 


石 = 4*r+3 ： y+l ， ^(0) = 1 


对应齐次方程组的系数矩阵 4 的特征方程为 

1 ~ A 2 

4 3 — A 


det (A — XE ) = 


= (A+l) (A — 5 ) = 0 , 


解得特征值 A a = —1, A 2 = 5 - 

由 U — A £) r =0( 零向量）解得， A 1= = —1,4 = 5 对应的特征向 

量分别为 （1，_1) t ，（1，2) t . 于是，齐次方程的通解为 


X 


C } e - { 


5 / 


+C 2 e 




— 1 


:V 


用常数变 易法. 设非齐次方程的特解为 


x 


+C 2 iOe St 






2 




代入原方程组，知 c (( o ， a ⑴满足 

C[ (r)e _/ -fC 2 (Z)e 

-C ； (Oe^ + 2Q(Oe 5/ =l, 


5 / 


=e . ， 


解得 


C((0 = ^(2e 2/ -e0, aa)-^(e^+e- 4 0, 


积分，得 


C, a) = ^-(e 2 ^-eO, 
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(4e— 5 ，+ 5e— 4/ ). 


C2 (O ~ — 




60 


于是，原方程组特解为 


士（ 5^ — 8) 


20 


——1 


or 


— 4 — 5e 


60 


1 




(― 5e 2 + 2) 


10 


所以，原方程组通解为 


占（5 ㈡ 一 8 ) 


20 


x 


5 / 




H™C 2 e 


1 

I 


2 


: y 


t^( _ 5e' + 2) 


10 


代人初始条件 X ( 0 ) = 0 ， J ( 0 ) = 0 , 解得 


17 


C\ — 1 ， 


C x +C 2 


20 , 


=> 


c z = 


13 


-C 】 + 2C 2 = 


20 


10 


从而，所求初值问题的解为 


5 t 


—e H-- r e r —— 




20 


X 


y 


e 5, +e - ' ——e* + — 


10 


例 24 用拉普拉斯变换求解初值问 

f = 3jc~\~5y — 2e 3/ — 55cos^ , x(0 〉 = 0 ， 
y f = — 5i + 3 ： y+5e 3i — 5siiU ， 3 /( 0 ) = 0* 

解 令⑴]⑴，父 Qy ⑴ ]=y ⑴，则对方程两端进行 
拉普拉斯变换，得 


X 


555 


.xo^sxco+sya)-^ _ 5 2 + 1 ， 


sY (5) = — 5 XO) + 3 Y(5) + s _^ ~ s 2_j _^ ， 
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2 


555 


(s 一 3 )^ (^) — 5 ^ (s) 






^― 3 ? + 1 ’ 


5 f 


5 X ⑴ + ( 卜3)卩(.0 =白一^ + 1 ， 


60 - 3 ) 

(s — 3) 2 + 25 (s — 3) 2 + 25 


-42 


xa > = 


5^ 




解得 


42 


30 


s ——3 


ya >= 


5 } (s — 3 ) 2 * 4*25 1 (5 — 3) 2 + 25 + 5 a — 3 






8 ^ 


^ I V'" 

~7 Ti ^^ Ti m 

进行拉普拉斯逆变换（可查表），即求得原方程组初值问题的解 


42 


x(t)= — 6cosy+-^-siriM e 3i +e 3, + 5cos^ 


42 


yCO = —— —cos5/ + 6sin5 / e 3, + —e 3f — sinf + 8cos/ 


例 25 养猪场出售生猪有一个最佳出售时间.因为将生猪在体 

重过小的时候出售，显然利润不佳.而猪养得越大，单位时间饲养费 
用就越大，到一定的时候体重增加的速度却会下降，且单位体重的 
销售价格却不会随体重增加而增加.因此，饲养时间过短或过长都 
是不合算的.只有选取一个最佳的出售时间,才能获得最大利润.试 
建立这一问题的数学模型，并对最佳出售时间作出理论探讨. 

假定生猪体重符合罗吉斯蒂 （ Logistic ) 模型 


dW 


ck 


dy 


a ( l — aW )， 饲养费用 y ⑴满足方程 

设 W (0 为一头猪 f 天后的体重(单 位: kg ),： y (0 为一头猪从出 
生到（天后所消耗的总饲养费用， C 为每千克生猪的出售价，人 0) 

为^时刻出售生猪可获得的纯利润.则所给问题的数学模型 为：求 


b+eW 






函数 


L{t)=CW (O — y(0 
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的最大值点，其中 1 与 〆 /) 满足下列微分方程组 


dW 


W 


(0) = ， 


1 —— 


W ’ 


dt 


dy 


= b-\-eW ， 


3K0) = 0. 


dt 


C ， a ， b，e 均为正常数，『为生猪体重的最 大值. 

设为可上市出售的生猪的最小体重，/为饲养时 
间，注意到达最小可出售体重且能获利的充要条件为 

（队为初生小猪的体重）， 


则可得下列结论 


Wr 


⑴若 


<0 + /?,则 


W-W 




W—W 


此时应让生猪在达到最低销售体重后再饲养一段时间，当时 

■ 

再出售，可获最大利润. 


Wr 


>0 + 4 则有此时要等到 z = M 才能出 


(2) 若 


W-W 


售 


Wr 


— Cot +# ， 则 G ， 此时出售利润最大 


(3) 若 


其中 r 为一常数. 

例 26 质量为 m 的两个小球，由轻质弹簧连接，弹簧未拉长时 
长度为々，当它被拉到 A 时0 = 0)，这两个小球一个铅直地位于另 

一 个上面而开始降落.经过了秒钟，弹簧长度又缩到心如果不计 
阻力，试求这两个小球的运动规律. 

■ 

用 T 表示上面小球的位移^表示下面小球的位移，建立 


微分方程组 


= mg+k{y — x—l^) , x(0) = x (0) = 0 ， 

my =?ng — k<iy — x~I 0 ') f y(0 )=/ 1 , y (0) = 0, 


mx 
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■ 


其中々为比例 系数. 
将两个方程相加，得 


+ y =2g, 


X 


两端积分，得 




X 


代人初始条件，解得(^ = 0 ,即有 


+ y = 2 gt . 


X 


再次积分，得 


x+y = gt 2 -\~C 

代人初始条件，解得 C 2 = A ，即有 


^+ y = gt 2 +ii 

，则得 


① 


将方程组两方程相减，令 


z = y — i 


2k 


2k 


② 


z 


o 


m 


in 


解方程①，可得 


2k 


2k 


z = y — .T=^CiCOS 


Z+C 2 sin 八 / —— ^+/ 0 




m 


m 


代人初始条件，解得 CfA —/ Q ， c 2 = o , 故 


2k 


y — (/i—/ 0 )cOSa/ — t+l 0 


③ 


?n 


2k 


丌 

* 


又因为当 （ = 7" 时，: y—x = /。， 可得 
方程组的解为 


故由式①与式②，得 


2T 


« 


m 


] 


7 T 


X =— 犮， 2 +(/i— / 0 ) 1—cos 


2T 


K 


gt 2 -\-il x — / 0 )cos 


尸 
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第五章定性与稳定性概念 


在现代科学技术中，定性理论与稳定性理论都有着广泛的和重 
要的应用.本章将对定性理论与稳定性理论的基本概念进行讨论. 


第一节相平面作图初等奇点附近的 

轨线分布 


主要内容 


1 . 研究微分方程组 




① 


y =QO ，： y). 

假定 FCr ，_ y ), Q (: r ， j ;) 在区域/?: Ul <//, \ y\<H ( H < + po) 上 

连续并满足初值解的存在与唯一性定理的条件.这种右端函数不 

显含 i 的方程组①称为自治系统.右端函数显含（的方程组 




② 


称为非自治系统. 

xOy 平面称为方程组①的 相平面 ，解 
平面上的轨迹称为方程组 ①的轨线或相轨线. 相轨线在相平面上 

的图像称为方程组① 的相图 • 

2 . 关于自治系统①的轨线的几个问题 • 

(1) 使尸 Cro ，： yo ) = Q (工。，: Vo )==0 的 


(,) ，: y = ： v (,) 在 xQy 


是方程组① 


x 
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的常数解，它的轨线是一个点 Cr 。，％). 这样的点称为方程组①的 

平衡点或奇点. 

对不是奇点的轨线，当自变量£变化时，动点（: T ^) 在轨线上 

沿一定方向运动，对应于 i 增加的方向称为轨线的正向，对 应于/ 

减少的方向称为轨线的负向. 

(2) 设 *3：= j ：0)，： y =： y ⑴是 自治系统①的一个解，则对于任意 

常数 r ， 函数 


x—xXt+v ') , y=y(t-\-r) 


也是方程组①的解. 

从而知，方程组①的积分曲线沿 Z 轴作任意平移后仍是方程 
组①的积分曲线.它们对应的轨线也相同，即自治系统的一条轨线 
对应着无穷多个解. 

(3) 如果尸(1，30，0(1，_>0满足方程组@的初值解的存在与唯 
一性定理条件，则过相平面上的区域尺的任一点 （ x u ，3/。）， 方程组 

①存在一条且唯 一一 条轨线 • 

(4) 设是方程组①的周期为 r 的非常数周 
期解，即对任意的6有 


则它的轨线是一条闭轨线.反之，若方程组①存在闭轨线，则这闭 
轨线所对应的解都是方程组①的周期解. 

自治系统①的轨线分为三类 ：奇点 ，闭轨线，自身不相交的开 


x 


轨线 


3. 二阶线性系统的一般形式为 


dx 


^~ha n y, 


dt~ 


③ 


detA^O 


dy 


-^- — a ^x~\-a2zy ， 


令尤 = 


，方程组化为 


:V 
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♦ 



dX 


④ 


AX 




dt 


(1) 系数矩阵为标准形的二阶线性系统的轨线分布. 

存在非奇异矩阵： T ， 使得为约当标准形）.作代换 

则式④化为 


=JX 


⑤ 


d ， 


J 的形式由4的特征根形式决定. 

当4的特征根为相异实根时 


A 0 


⑥ 




y = 


o 




当 a 的特征根为重根时， 

A 0 

0 Aj 

当4的特征根为共轭复根^士历时， 


A 0V 


s5c J = 


⑦ 


J= 


A 


13 


⑧ 




J 


— /? 


当/为 式⑤时，轨线方程为 


尸 CM 专 ( |/^|> UI). 

若; I ，"同号，轨线为抛物线形.当 a < a <0 时，原点 o 是稳定结点 

当 〆 > A >0 时，原点 O 是不稳定 结点. 若 A ， P 异号，轨线为双曲线 
形.原点 O 是鞍点. 

当 •/ 为式⑥的第一式时，轨线方程为 ：y = C " x . 轨线为从奇点出 
发的半射线. A <0 时，奇点 O 是稳定的临界 结点； A >0 时， O 为不 

稳定的临界结点. 

当 •/ 为式⑥的第二式时，轨线方程为 
当 A <0 时，奇点 O 是稳定的退化 结点； 当 A >0 时，奇点 O 是不稳定 
的退化结点. 

当■/为式⑦时，轨线的极坐标方程为如 a #0, 轨线 


嚇 

t 
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是对数螺线族•当 a <0 时，原点 O 是稳定 焦点； 当 a >0 时，原点 o 
是不稳 定焦点 ；当《=0时，轨线是圆族或 . z 2 + y = c 2 , 奇点是 

中心. 


(2) 一般的二阶线性系统的轨线分布 


dl 


- ax 可以由式⑤经逆变换无 

而得到，7 1 - 1 具有不变性.因此式⑤在各种情况下的轨线，经过线性 
变换厂 1 后得到式④的轨线，其结点型、鞍点型、焦点型以及中心型 
的轨线分布是不变的，具有轨线结构不变性.由于变换后轨线趋向 

原点的方向不变，所以结点、焦点的稳定性也不变. 


一般的二阶线性系统 


dt 


dX 


系统 f = 的奇点 O (0,0)/ 当4关0时，根据 A 的特征根的 

不同情况有如下的 类型： 


同号——结点 


相异（非零）实根 


鞍点 


异号 


实根 


临界结点 
退化结点 

实部不为零——焦点 
实部为零-中心 


重(非零)实根 


复根 { 


dX 


= 的系数矩阵的特征方程为 A 2 + aA + A =0, 其中 


<7 = — (an+a22 ) ， A = a u a22 — ^ 12^21 




特征根为虬 2 = 

( i ) 当/-4尨>0,厶>0时， 

若 CT <0, 则二根同为正 

若 〃>0,则二根同为负 
当 a 2 — 4么>0,4<0时，二根异号——奇点为鞍点. 

( ii ) 当 c 2 — 4 d =0 时， 


-奇点为结点 
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若〃 <0,则有正的重根 

若 〃>0,则有负的重根 
( iii ) 当 a 2 _44<0 时，若 a #0, 则复数根的实部不为零，奇点 

为焦点.若〃 = 0,则复数根的实部为零，奇点为中心. 

即由曲线轴及轴将 ( TOd 平面分为对应不同类型 

奇点的几个区域（图 5. 1). 


奇点为临界结点或退化结点 


稳定结点二 r〆 一 4厶 = 0 


稳定焦点 


鞍点 




不稳定焦点 E 


mmmmNi 




dx 


4. 定理 5_1 如果在一次近似•^ = ^11工.+ ^12：^，；^ = ^21工+ 

3 ；中，有 4=^022— a 12 a 21 ^0, 且0(0,0)为其结点（不包括退化结 
点及临界结点）、鞍点或焦点，又 Kr ，： yO 与 0 Cr ， jO 在0(0,0)的邻域 

I 

连续可微，且满足 




ip{x,y) 


9(工，夕） 


lim 


— 0， 


lim 


0 , 




则系统①的轨线在 o (0,0) 附近的分布与系统③的完全相似 • 

注这里 〆 工，与 4(^，： y ) 称为摄动，是将系统①改写为 


dx 


= <2u：TJ) ， 


dy _ 


工十 a 22 ：y + 0( Jr ，： y ) 


21 


ck 


= FU 0,0) ，“ 12 =尸；（0,0)，“ 21 = 0:(0, 0)， a 22 


时所得到的，其中 


^ a n 
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=Q ； (0,0) 


疑难解析 


1 . 怎样理解自治系统与非自治系统？ 

答给定一个微分方程组¥ = /0，又），可以把它看做是一 
个运动系统的数学描述 d 理解为时间， X 理解为相空间内动点的 

坐标，则微分方程组¥ = /0，义）在相空间的域 D 内确定了一个 


向量场（速度场）.如果/不显含（，微分方程组成为¥=/00,在 
相空间的域乃中所确定的向量场不随时间 （而 改变，是一个稳定 

场(定常场).相应的方程组 ¥=/( x ) 称为定常系统或自治系统. 
若/显含/，则向量场随时间£改变，是一个时变场（非定常场），方 

程组 ¥ = / G ， X ) 称为非定常系统或非自治系统，也称为时变系 


统， 


从几何上看，自治系统在相空间的域 D 内，动点无论在什么时 
刻过点兄)时，它的运动都沿确定的方向，即向量 /(X 。） 的方向前 
进.而非自治系统在相空间的域 D 内，动点在不同的时刻从同一点 
Xo 可能沿不同的方向继续前进 • 即前者在 X 。确定一个唯一的向 
量 /(X。）= (A (X 。），/ 2 (X 。） ，…， /„ (A) ) T ，而后者在; T 。 确定无穷 
多个向量/(，，^。（/々，^，/々，^，…，/，々，^/，向量可 

能因/ 不同而不同.当解的存在唯一性定理条件满足时，在增广相 
空间内，不论是自治系统还是非自治系统，它们的积分曲线都不会 

相交.但是，在相空间内，自治系统的轨线不会相交；而非自治系统 
的轨线却可能相交 • 这是自治系统与非自治系统最本质的差异， 

由于本书只介绍二阶线性系统，所以相空间即为相平面， 

/(，，；0 即为尸 G ， _z ，： y) 与 QU ， x ， 30 . 
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2 . 怎样理解奇点的概念？ 

答若存在点 Aez ?， 使得 /(又。） =0( 零向量）.（在二阶线性 

系统中，即存在 ( vTo ，： y 。） ，使尸 ( x 。，％) = 0 ， Q 。 (工。，: y 。） = 0 〉，则称 X 。 

(即 (X。，％)) 为自治系统的一个平衡位置，也称为此系统的一个奇 


占 


若又 0 是自治系统的一个平衡位置，则是此系统的一组 
常数解.它在增广相空间中表示一条与（轴平行的直线，该直线在 
相空间内的投影就是点 X 。，此点不随时间 r 而变化，所以称为平衡 
位置 • 求平衡位置，即求方程 /( x ) = 0 的根，平衡位置本身也是一 
条特殊的轨线 • 

当动点沿轨线移动时，在任何有限时间内都不可能到达奇点 

(平衡位置），否则将与解的唯一性相矛盾.故而轨线仅当 〖— oo 时趋 

I 

向奇点 •且 可证明，若必为系统的奇点， 

/—►OO 

对于一个，给定的自治系统，轨线在奇点附近的分布情况多种 
多样，是对自治系统进行研究的重要内容之一. 

注对于方程组①，平面（即空间/? 2 )称为相空间（相平 
面)，而空间及 XM 称为增广相空间（增广相平面）.其中/? 2 是点 
Cz ， 30 所在的空间， KX /? 2 是点所在的空间 • 


方法、技巧与典型例题分析 


本节要求能够确定方程的奇点类型，画出相图，轨线分布与稳 


定性 


讨论奇点附近轨线的定性分析方法有如下几种. 

( 1 ) 特征向量方法.在求 4 的特征值的同时，求出对应特征向 
量，由此确定结点与鞍点情形的分界线及公切线.这种方法适用于 
理论性证明，在实用时（尤其在判别公切线时）比较麻烦- 

( 2 ) 系数矩阵 4 约当化方法.即用相似变换化 A 为约当标准 

形，共有以下四个类型 
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A 0 

o a 2 

对每一种约当标准形易求轨线的方程，并画出轨线.但在相平面 
■ xQy 上画相轨线仍很麻烦，特别是结点与鞍点情形的分界线与公 
切线，因而，这种方法实用性较差. 

(3) 用形如敁 2 + U — 




0 


a 


A , 


A ] 


/? 


0 


0 


a 




0 的二次方程确定分界线，即由 
特殊点来决定轨线切线方向，从而求得公切线.这种方法比较实用. 


dx 


d：y 


注若线性系统知 


+办/的系数矩阵4的特 




征值为 V 则: 


( i ) 当々，々为异号的实数时，奇点（0,0)为鞍点； 

( ii ) 当七，七为同号的实数时，奇点（0,0)为结点. 

当々 ，七 为负实数时，奇点（0,0)为稳定的 结点； 当 <， A 2 为正实 

y ⑴ 


数时，奇点（0, 0) 为不稳定的 结点. 当々=/1 2 时，由々= 

(:十 dk 

a-\-hk 

时，奇点（0,0)为退化结点 ; a=dj = c = 0 时，奇点（0, 0) 为临界结 

点•当时 ,bk 2 ^(a—d)k — c=0 有两个异根 * 

■ 

( iii ) 当々，4为共轭复数(非纯虚数)时，奇点（0,0)为 焦点； 当 
A x , A 2 的虚部为负时，奇点（0,0)为稳定的 焦点； 当的虚部为 

正时，奇点 （0,0) 为不稳定的焦点. 

( iv ) 当/^，义 2 为共轭纯虚数时，奇点（0,0)为中心. 

例1通过求解，确定下列方程的奇点类型，画出相图，并确定 
奇点的稳 定性： 


，⑴ 


X 


0的根的情形知 ：G — ") 2 + 4&=0 


，即办々 2 + (“ 一 d}k _ 




c 


dx 


dx 


= 3 x ， 


一 2 工， 




dt 


dt 


( 2 ) 


( 1 ) 


dy 




-rr = ^^3y； 


= — ^y； 


dt 


dt 


dx 


dx 


*tt = 5j ： + 43N 




ck 


(4) 


(3) 


dy 


dy 

fcr _ 


2x-\-7y 




= — JO ； 




dt 


dt 
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(1) 原方程化为 

d ： V_3：y — dy _ dx 

"I : ^ = — ^ 

ax 2.r 3^ 2 工 

两端积分，得通解 


y z = CiX Z =^ y = Cx 3/2 


故在 xQy 平面上的相图是图 5. 2所示 
的半立方抛物线族.奇点 0(0,0) 对应 

的特征方程为 


— 2 — X 


0 


( — 2 — A ) ( — 3 — A ) = 0, 




— 3 —A 

特征根七=_2,4== — 3，是相异的两负实数，所以奇点0(0,0)是 
稳定结点_ 


0 


(2) 只有0(0,0)满足方程 


3 x = 0 ， 


jr + 3 y = 0, 


所以 O (0,0) 是系统的唯一奇点 • 特征方程为 

丨3 _ A 0 I 


= (3 — A ) 2 = 0 


3 — A 


特征根 = 为相等的正实根，且 （a — d ) 2 + 4 &=0,所以奇点 

0(0,0)是不稳定退化结点 • 

方程改写为 


dy jr 十 3： y — 1 

d^: 3^r 3 

是一阶线性非齐次方程，求得轨线族 


: y 


+ 


X 


ft 

■ 




1 


土 dl 


dor 




—lnx-|-C , 


"dx+C 




— e 


^ =e 


=x 


如图 5. 3 所示 • 

(3) O (0,0) 是唯一奇点，特征方程为 


-A 


= A 2 十 1 = 0， 


-A 


— 1 
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特征根芯 2 =± i ， 所以奇点 O (0,0) 为中心 - 


dy 


方程改写为—三，求得通解为 


3^ 


+y=c. 

所以，它在 .rQy 平面上的相图是一族同心圆（图 5. 4) 

(4) 点0(0,0)是唯一 奇点. 特征方程为 

I 5 — ^ 4 


x 


A 2 —12 A +27 = 0, 




7 _ A 


解得特征根为；^ = 3,^=9,从而是同为正号的相异实数，所以 
o (_ o , o ) 是不稳定的结点. 

A , 与七对应的特征向量分别为 (2,~1) t ，（1，1) t . 因而，由代 
数知识，令 


0 


，其中 A = 


令 J = TAT 




0 


-1 1 


作变换 


-1 1 


^= ， 2x+y, 

TJ= — X + 3^* 


原系统化为 
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_ 






d ? 


3 f ， 


9^ 


V 








dt 




+ }=0 也是 

y —一 原系统的轨线，其相图如图 5. 5 所示. 

例2 确定下列方程的奇点类 

型，轨线分布及稳定性 


因而 2 r + y =0, 


— JT 


X 


o 


dx 




v + 2* r =0 


( 1 ) 


<^y 


• == X" • 

士 ， 


dx 


dx 


d ?=-+ 3 ^ 


— 2 x —5^ ? 




dt 


( 2 ) 


(3) 


dy 


d ) 


石 = 2 x + 2 w 


— 6 x — 5 y ； 








dx 


_ ■■■ 

d ， ， 


(4) 


<^y 


2 jr — y 




dt 


(1) 方程系数矩阵的特征方程为 

I 2 — A — 1 


= A 2 — 2A+ 1=0, 


-A 


— 2 9 A ~ 1 ^< j 2 一 44 = >，故奇点 0(0，0) 为不稳定的临界结 


因而 


a = 


点或退化结点 




故宗 = ^，从而 

dZ y _p d ^ 

1 ^ — Cd 1 . 


由爷 


= 工， 


— y ， 


dt 


dt 2 


得 


y=c t {Cit J rC 2 ) ， 

消去~得轨线方程为 


e^CC^+C^C^ 


x = 


y= (x - j) Gn I x — y 1 +C 1 ). 


轨线族如图 5. 6 所示. 

(2) 方程系数矩阵的特征方程为 
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參 



: y 


X 


O 


5. 7 


= A 2 + 4 A +13~0 > 


-5- A | - 

因而 <7=4,4=13，/ — 44=-36<0，知奇点0(0,0)为系统的稳定 


— 6 


焦点. 轨线分布如图 5.7 所示 • 

(3) 方程系数矩阵的特征方程为 

I —2 —A 


— 5 


A 2 + 6 ~ 0, 


2 _ A 


因而 a =0, 厶=6>0，^ —4厶<0,知奇点 CK 0,0) 为系统的中心 • 由 


dx 


_=_2. r -5^ 可知，在第一象限的轨线，当，增加时、 r 增大，轨线 


分布如图 5.8 所示- 

(4) 方程系数矩阵的特征方程为 


1 — A 


0 


A 2 —1 = 0, 






因而^^0,4<0，^ — 4/\=-4>0，知奇点0(0,0)为系统的鞍点 

先找到系统的直线轨线.以^=々工代人方程 

2^ — kjc 


d；y 2^—y 


二> 是= 1 ， 


=> k = 


x 


X 


知方程有直线解: y = h 由■知，1=0也是一直线解.系统的轨 

线分布如图 5. 9所示. 
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o 


x 


5 - 8 


3 确定下列方程的奇点类型、稳定性并画出轨线分布图 


dx 


dx 




= — 2x+jv 


dt 


(1) 


( 2 ) 


dy 




石 =2 小; 


— 2 y \ 


= — X 


dt 


d.r 


dx 


石 = 3 工 — 办 


一 2 x ， 


dF =3； 


(3) 


(4) 


dy 




4^—6x ； 

( l ) 系数矩阵的特征方程为 

I —3 — A —2 


士 = 2)—4x. 


_____ 


dt 


dt 


A 2 + 2 A +1 = 0, 




1 — A 


特征根 V 2 =— 1，故奇点 O (0,0) 是稳定的退化结点 . A 对应的特征 

向量是（1，一 1)，所以直线工 + y =0 也是原系统的轨线. 


dy 


在 x 的正半轴上任取一点 Cr ，0)， 可求得# = 2^>0,因而，轨 
线指向上方，如图 5. 10所示. 

(2) 系数矩阵的特征方程为 

I — 2 — ^ 


= A 2 + 4 A +5 = 0, 


— 2 — A 

知仃=4，厶=5，泛 2 —44=—4<0，所以奇点 O (0,0) 是系统的稳定焦 

点，轨线是一族环绕原点0(0,0)作无限旋转的螺线.在 J 的正半轴 


-1 
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X 


O 


0 


图 5. 11 

上任取一点 （0 ,3；)， 可求得#==3；>0,因而，轨线按顺时针方向旋 

转，如图 5. 11所示 • 

(3) 系数矩阵的特征方程为 

3 — A — 2 

— 6 4 — A 


5. 10 


A 2 -7 A =0, 




dx 


= 3x — 2^= 0 


— 7，△=()， 所以系统有无穷多个奇点 • 由 

3 x /2 上所有点都是系统的 奇点， 

因为^=_2,所以系统的轨线族方程为: V == 

分布如图 5. 12所示 • 

(4) 系数矩阵的特征方程为 

I 一 2 —义 1 


知 


dt 


o — 


知，直线^ 




一 2 x + C ， 其轨线 


=义艺— 4 H ~ 4 == 0， 


2 _ 又 


— 4 




: v 


y—Zx 


— 3工/2 


: y 


X 


O 


X 


O 


5. 13 


5 * 12 _ 
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# 



dx 


2 .r = 0 知，直 


知所以系统有无穷多个奇点 • 由& 

线 y =2 x 上所有点都是奇点， 

因为^ = 2,所以系统的轨线族方程为 y = 2. r + C •，系统的轨线 

分布如图 5. 13 所示. 

例 4 描出以下单摆方程的 轨线： 


= 3 / — 


d.r 




_ 


—— 年 S1FLT 


dt 


单摆方程是一个自治系统，方程化为 




gsinx 


dx 




分离变量后两端积分，得 y = ^ fc OS ：T + C . 即单摆的轨线族方程， 
其轨线分布如图 5. 14所示 • 




X 


O 


5. 14 


ms 确定下列系统的奇点、稳定性并画出轨线分布图 


dx 


dx 


— 5+夕， 


d 7 =3，? 


=—X 


dt 


( 2 ) 


( 1 ) 


dy 




— 2 iX - 2 y — 5* 

(1) 由方程可求得点（0,5)是系统的唯一奇点 • 作平移变 


=——3工； 






dt 
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换：芒 =: r ，7 = ：^ — 5_ 方程组化为 


df 


d 广—…， 


① 


d ? 




_ ■ I _ ■ 


d ， 


则方程组①的奇点为 O (0,0). 

方程组①的系数矩阵的特征方程为 

I -1 -A 1 I 


= A^~1-'A _ 1 _ 3 — 0 ? 


— A 


— 3 


解得特征根 A 1>2 = f (― 1 土 vTTi )， 实部一1/2<0,故奇点 0 ( 0 , 0 ) 

为稳定的焦点.所以原系统的奇点（0,5)为系统的稳定的焦点. 

——3^ 

二? 


由方程组①得 


，是齐次方程，求得通解为 


- ^=arctan 

/TT 


/m 


” 2 — 0+3$ 2 = Ce 

代回原变量，得原系统的平面轨线族为 


2)，一 ■，一】() 
~ TfrT" 


- - armn 


( y — 5) 2 — —5) + 3 x 2 = Ce 

其轨线分布如图 5. 15所示. 

(2) 由方程可求得点（一 5/2,0) 

是系统的奇点.作平移变换十 
5/2 ? y ^ 方程组化为 


y\i 


7 






② 


x 


O 


d 7 

■ 


— 2^ — 27， 




图 5. 15 


则方程组②的奇点为 o (0,0). 

方程组②的系数矩阵的特征方程为 


= A 2 + 2 A +2 = 0, 


— 2 —2 — A 
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解得特征根乜 2 = — 1 士 i ， 实部 一 1<0, 所以 o ( o , o ) 为系统②的稳 

定奇点.即奇点（一 5/2,0)是原系统 
的稳定焦点. 

因为 5 

djr 

系统的平面轨线族为 




求解得 






-5/2 


O 


x 


2 


2 




图 5. 16 


i+) ， +5/2 


2arctan 


=Ce 


其轨线分布如图 5. 16所示. 

例6确定下列系统的奇点与类型 


dx 




(1) 


(aby^O) 


dy 


(a 2 — ,r 2 ) -\-by 


-f- = JT 


dx 


dt =y ^ 


( 2 ) 


( a ^0, b >0). 


<^y 


—— ay — bsmx 


d/ — 


解本例的两个系统是非线性系统，依据定理 5_ 1，若方程有 


形式 


dx 




d7 =a 


n 


① 


dy 


= a 2l j：-\-a 22 y^-</f(j：^y ) ， 


dt 


其中 


ci \\ — / 3 j(0>0) ， 


尸； （ o , o )， 




^12 


^21 = Qx(0 ? 0) » a ZZ = Q [ r (0^0) 

<POc ， y) 


沪 ( D ) 


当 


im 


= 0， lim 

p -^0 




P 


P 


0 


p 


0 寸，二阶线性系统是方程组①的一次近似，从而可以确定其奇点类型, 

(1) 将方程写为 
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djo 


— = y ^ < p ( jr ? y ') ， 


dy 


2 


sr~\-by-^<//(.r ,y ) ， 


=a 


ck 


其中 9?( x ，3；) = O ，0( x ，： y ) = — x 3 满足定理5, 1 条件，贝! J 一次近似系 


统为 


dx 


<^y 


a z x-\~by 


dF = y ^ 

知 o ( o , o ) 是奇点 • 系数矩阵的特征方程为 




ck 


— A 


A 2 — hA — a 2 = Oj 




b — A 


a 


y 


解得特征根 ^ 

是异号的两实根.故奇点 o ( o , o ) 是系 

统的鞍点，其相图如图 5. 17所示. 

(2) 将方程改写为 






A]X = 0 


O 


x 


y — ^ 2^—0 


dx 


=：V 十沪(了，30， 


d ， 


5. 17 


dy 


= — bx — ciy^ipix ^y) ， 


ck 


其中 〆1，30 = 0，00,3；)=^1： — 65〖11：?:满足定理 5. 1 条件，贝! J 方程的 
一'次近似系统为 


dy 


djr 


=— bx — ay 




dt 


系数矩阵的特征方程为 


— A 


= A 2 +aA+6= 0, 


-A 


—b 


— a 


乂 i,2 = y(— a 士 a 2 — 46)• 

( i ) 当 a 2 —46>0 时，奇点 O (0,0) 为稳定结点 

( ii ) 当 a 2 — 46<0 时，奇点 O (0,0) 为稳定焦点 


解得特征根 


_ 

f 
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( iii ) 当 a = 0 时， A ,. 2 =± / yi ， 奇点 <9(0,0) 为一次近似系统 
的中心.奇点 ( X0 ,0) 可能为原系统的中心，也可能为焦点. 


第二节极限环举例 


主要内容 


定义 5_1 设系统 


dx 


尸（工，: V )， 




dt 


① 


dy 


Q(U) 

具有闭轨线 c . 假如在 C 的充分小邻域中，除 C 之外，轨线全不是闭 

轨线，且这些非闭轨线当〜或 t 

说闭轨线是孤立的，并称之为系统①的一个极限环. 

% 

极限环 C 将相平面分为两个 区域： 内域和外域. 

定义 S . 2如果在极限环(：的内域靠近 c 的轨线当 + oo 

( — oo ) 时盘旋地趋近于 C ， 则称 C 是内稳定的（内不稳定的);如果 
在极限环 C 的外域靠近 C 的轨线当 〖— + oo ( — oo ) 时盘旋地趋近 

于 C ， 则称 C 是外稳定的（外不稳定的）；如果当 + 00( — 00) 时 ， C 

的内部及外部靠近 C 的轨线都盘旋地趋近于 C , 则称 C 是稳定的 
(不稳定的），•如果当 + 00( — 时， C 的内部与外部的稳定性 

相反，则称 C 是半稳定的. 




dt 


时趋近于闭轨线 C ， 则 


—► — CO 


疑难解析 


1 . 研究极限环有何意义？ 

答系统=尸(之，夕〉 f ^以* 37 ，少)存在稳定的极限环相当 

于系统存在如下的周 期解： 
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jc=x 0 {t') , : y= ： yo ⑴. 

对于那些初值与这个解很接近的解 x ~. rXO ，: y = 3 心），当 
时，后者的轨线盘旋地趋近于前者的 轨线. 而周期解问题在机械振 
动、无线电技术和生态学等很多领域中是十分重要的.因此，极限 
环的研究有着广泛的应用. 

2. 怎样判定极限环的存在？ 

答极限环存在与否的一般判定方 法是： 

设有平面系统# 

PCrd ) 为 JC ，3> 的连续函数， 

且系统满足唯一性条件.若存在闭曲 

线 CpQ 围成区域且过曲线 C : 与 

c 2 上各点的轨线，都是由 G 的外部进 
入内部（由 G 的内部进人外部 ）（ 图 

5. 18)，则在 G 内至少存在一个外稳 
定环和一个内稳定环（一个外不稳定 

环和一个内不稳定环）.如果二者合成一个，则系统至少存在一个 
稳定环（不稳定环）. 

推论若在闭曲线 C 内，系统只有一个不稳定奇点（稳定奇 
点），且过曲线 C 上各点的轨线都由 C 的外部进人 C 的内部（由 C 的 
内部进入 c 的外部），则在 C 的内部至少存在一个外稳定环和一个 
内稳定环(一个外不稳定环和一个内不稳定环).如果二者合成一 

个，则系统至少存在一个稳定环（不稳定环）. 

通过环域定理可知，对于一个给定的系统若能构造出满足定 
理条件的环域，则可以肯定该系统存在极限环. 


av 


环域定理 


= P (. r , 30 ，^ = QCrd )， 其中 


图 5. 18 


方法、技巧与典型例题分析 


例1 设有方程组 
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d,x 


石=了 十 ); 一 1 —u—l) 3 —Cr—l)y ， 


dy _ 


― — 工 +y+l — (工 一 l) 2 y — y 3 9 


d/ 


( 1 ) 确定奇点的位置及其类型； 

(2) 找出极限环并判定其稳 定性; 

(3) 作出相图. 


dx 


djy ； 


G ) 令 ^F = 0 ，# = 0 , 解得奇点为 （1 ， 0) . 作平移变换芒= 

一 1，7 = ^，则方程组改写为 


X 




芒 +7— 從 +7 2 )， 


■ — 


dt 


① 


d V _ 


= —$+V—V(^ 2 ^V 2 ) ， 


dt 


其一次近似为 


df 




② 


dV _ 


=— ^ — 1~ TJ 


df 


方程组②的系数矩阵的特征方程为 


1 — A 


= A 2 — 2A+2 = 0 ， 


I — 1 1 — AI 

解得 A K 2 =1 士 i ， 所以 （0,0) 为不稳定焦点，即奇点 （1，0) 为原系统 


的不稳定焦点. 

(2) 将方程组①化为极坐标系下的方程组. 




芒苦=尸+0— f ( f 2 + 7 2 )， 


由 




=一 0+7 2 — 7 2 ( 芒 2 +7 2 ) ， 


V 


dt 




dV 


1 dr 


(1 一 r 2 )， 




得 


=厂 






2 
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dr 


即 


r(l-r 2 ) 




dt 


类似地，由 0= arctan (々/ f ) 得 




4 卜备 -1 


cU 




从而解得孤立的闭轨线——极限环 
为 r = l . 当 r < l 时，有$>0;当 r>l 


3^ 


dr 


时，有&<0,则单位圆周 r=l 邻域内 

的轨线当£4 + 00时，均趋近于 r = : L ， 
故极限环 r = l 是稳定的极限环. 

(3) 相图大致如图 5. 19所示. 

例2确定方程组 


O 


图 5. 19 


d:r 


[i—o 2 +y )]， 


d 7 =3；+ 


① 


dy 


y 


[i — (x 2 +y)] 


■ 1 ■■■ __ 

- JL 


dt ~ 


的极限环及其稳定性. 

解 作极坐标变换则 

r z = x z -\~y 2 , 


dr 


dx 


^： = cos 汐 i+sin 汐 ^rr 


② 


dt 


dt 


dt 


将式①的右端代人式②，得 


dr 


③ 


1 — r 2 ^ 




d ， 




由 ^=arctan — 


，得 


d 沒 


dy 


dx 


④ 


Or 2 +y )， 




dt 


将式①的右端代人式④，得 


333 






⑤ 


=-1 


dt 


则原方程组经极坐标代换后化为 

;=(卜 〆 ）， 


dr 


1 ， 


dt 


M 




d=d 0 _ t 


dd 


=—\ 




dr 


时，总有 


1 即 x 2 +y = 1 是唯一的闭轨，石 < o _ 因为 t 
UmrO ) = l ， 所以 r = l 是稳定的极限环 ■ 

例3确定方程组 


— ^ 00 




► oo 


dx 


=— y^-jr{x 2 十 ） /2 — 1 ) ， 


dt 


① 


dy 


+) 《工 2 +y —1) 


di ~ 


的极限环及其稳定性 • 

作极坐标变换 ：Jr = rcosOyy = rs \ nO，Wl 

+y ， 


z 


r =x 


dy 


dx 


dr 


② 


= cosO 丁 +sin 々 


dt 


dt 


将式①右端代入式②，得 


dr 


(r 2 — 1) 




— r 




dt 


v 

由 <7=arctan —，得 


x 


djr 


dy 


dd 


( x 2 + y ) 




dt 


将式①右端代人，得 


(W 


1 




原方程组经极坐标变换化为 
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解得 r=l ， e=r— 乂 . 第一个特解是奇点 0(0,0 )， 第二个特解是圆 

+y=i - 即式③的通解 


X 


C 


④ 


— 2/ 


C+e 

不是闭轨，故 r=l 是系统的极限环 

对轨线族③，当 r>l 时， $<0, 


dr 


即， — + 00 时， "—1; 当 "<i 时，石 > 


时，， 一 ■^i. 而 — t 


0 ,即， 

当 f ~卜 OQ 时 ，0 (f ) — + 00 ， 即当 f 


— ► — oo 


0 ? 


+ 〜时，「 =1 两侧的轨线都盘旋趋近 

于 1 ，所以 x 2 +y = i 是稳定的极限 
环 . 其相图如图 5. 20 所示 • 

例 4 确定方程组 


5 * 20 


d.r 


= —jy+jr(jr 2 +jy 2 )sin 


dt 


① 




+ 3 ； (x 2 +y)sin 


士一 X 


的极限环并确定其稳定性 • 

解 作极坐标 变换 : x = rcos(?，y = rsinOj 贝 !] 


dr 


djo 


dy 


*2 


/+/， ^ = cos^+sin^, 




d 沒 


dy 


dx 


Cr 2 +y) 


x d7 _3 ； d7 


(k 


将①式代人，原方程组可化为 


dr 


7 T 


= r 3 sin ——， 


cU 




1 




dt 
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③ 


r T ^ - -r 

d Id d Id 


d ；- 


可知，每个圆周 C 1 ,,: 7 - 


(/Z = l ，2, …）都是极限环 • 当 r > l 时 ， g 






dr 


>0 ; 当佘 


时 （w = 1，2， …） ? ^<0；当 




2m + 1 

时 Uz = l ，2, …），苦 >0. 由于/?=/十凡 + co ( — co ) 时，沒⑴ 

+⑺（一 oo )， 所以在相邻的两个 C , 和 C , +] 之间的每条轨线当 Z 
土〜时，分别盘旋趋近于这两条闭轨线.其中 Q 是稳定的， c 2 是不 
稳定的……即的稳定性与不稳定性是间隔着排列的. 

例 5 确定方程组 


2tn —— 1 


2 m 


dr 


dx 


^^^ 2 . - _ 


dt 


① 


dy 


d 7 =J: 


的极限环并确定其稳定性 * 

解 作极坐标变换 ：x = rcos 0 ,y = ?^ sinOfW \ 


dr 


d 


dy 


x 


2 






dy 


dx 


u 2 + y ) 


ck — ( x ck 
将式①代人，原方程组可化为 


^ dt 


dr 


=— r ( r — l )( r —2), 


ck 


② 


do 


37 —丄， 


解得 r = 0， r = l，r = 2. 方程组通解为 


r 0 — 1 


厂⑴ =1 士 


(r 0 — l) 2 —r 0 (r 0 —2)e 


一 2/ 


d(X)=t+d 0 , 

其中 ro = r (0) ，久 = 0(0). 从而知原系统有两条极限环 r = l ， r =2. 

由 lim OiO = + oo , lim 0 {O 


以及 


— ^ oo ， 
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当 00 D <1 时， lim r ( r ) = 0, 

t 一 +oo 

当 10。<2 时， lim r ( t ) — 2 > lim r (0 = 1 ; 

当。>2时， 

/ 一 + oo 

故知是不稳定极限环， r =2 是稳定极限环. 

例6 确定下列系统是否存在极限环，并讨论其稳定性. 

( l )^ = Kr - l ) sf = l ； ' 


lim r(,) = 1; 


lim K/) = 2 ， 


dr 


d 夕 


(2) ^； = r(r— l)(r— 2)»~ = 1; 


dt 


dO 


(3) 士 


1 


= sinr, 




dt 


本例中三题都是极坐标方程. 

(1) 系统有两个常 数解： 「= 0，「=1，它们分别对应奇点 

■ 

C )(0,0) 与闭轨 = 1- 

由系统知，当 r 关 0，1 时， ¥>0. 又由^=1知， 0=£+C. 所以， 

除奇点0(0,0)与闭轨/+/ = 1夕卜，所有轨线在 i 增大时，向径逐 

渐增大，同时按逆时针方向盘旋. 

下面来证 明：当 + oo 时， ; r 2 + y = l 的内部轨线当 + oo 

时，以单位圆 c:x 2 +y=i 为其极限点集. 

用反 证法. 设闭轨 C 内部的一条轨线为厂一=「(/)，0=外0，有 

t = to 3 r = r 0 ( r 0 < Cl )， d =0 o , 

如果当+ °°时 > r-^ri (^<1) ，则由于 r = r ⑴是递增函数， 
所以当 （ 由 匕增加 到无穷大时， r 由 r 。 增加到 n _ 因此 g = Kr _ l ) 2 


dr 


在 rU ，+ oo ) 上必 有;〉 蚁々>0).在 [‘ Oh 积分，有 


1 dr 


~ rdt ^> kdt ， 


t.dt 


解得 


rQ ) — r 。〉 々（广 一 ,。）或 r ( t )^> r 0 ^ k(t — 1 0 )* 

当 Z— + 00 时 fr(t)^r x ， r 0 + 々 (f — Z 0 ) — + oo, 导出矛盾 . 从而 
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知，当 ►• foo 时 , r ~> l . 

所以，孤立闭轨 c : . r 2 +y == 1是内稳定外不稳定的极 限环. 

(2) 系统有三个常数解 •• 1 ， r == 2,分别对应轨线：奇 

点 0(0,0) ，闭轨 C \ : x 2 -\- y 2 — l » 闭轨 C 2 ： x 2 +3 ;2== 4 - 

因为 g =1 ，所以系统所有的轨线（除奇点 o ( o , o ) 外）都按逆 
时针方向盘旋 • 

在 C \ 内部的轨线，由于 r < l ，有 g 〉0, 从而当+ °°时， C \ 
内部的轨线都以&为极限点集. 


dr 


在<^与0： 2 之间的轨线，由于 l < r <2, 有石<0,从而当 

时， G 与(^ 2 


十00，&与仏之间的轨线以 Q 为极限 点集； 当^ 
之间的轨线以为极限点集_ 


dr 


时，以 


在 C 2 外部的轨线，由于 r >2, 所以石〉0,从而当/ 

c 2 为极限点集 • 

综上所述可知， c 1: x 2 + y=i 为系统的稳定环; c 2: x 2 +/= 4 


—► — oo 


为系统的不稳定环. 

(3) 因为 r >0, 所以系统有常数解 0,7 i ，3 tt ， …， （2” + 1) tt ， …， 

对应这些常数解系统，分别存在闭轨：奇点 

: x 2 +y = (2«+i) 2 丌 2 ,…. 

由^在各 CG = 1，2, …）内外的符号可知， C ] 为稳定环， C 2 为 
不稳定环.稳定环与不稳定环相互 间隔. 


+ y = ( 3 丌） 2 , 


，c 




例 7 有极坐标方程 g = 若 /<>) 为连续函数，试 

确定 / O ) 满足什么条件时，方程存在极限环，且分别为稳定环、不 
稳定环及半稳定环 • 


解由给定的极坐标方程来讨论 • 

如果/0。）= 00。>0)，则闭轨 = 4 可能是下面几种 
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极限环 


(1) 若在 r 0 的邻域内，当 r < r 。 时，有 /( r ) >0，当 r > r 。 时，有 

/(/-)<0,则闭轨 C 为稳定环. 

(2) 若在的邻域内，当 rO 。 时，有 /( r )<0, 当 r > r Q 时，有 
/( r )>0, 则闭轨 C 为不稳定环. 

(3) 若在 r Q 的邻域内，当 r < Cr 0 时，有/ ( r )〈0(〉0) ，当 r > r 0 

时，有 /( r )<0(>0)， 则闭轨 C 为半稳定环，是内不稳定外稳定（内 
稳定外不稳定）的极限环. 


dx 


dy 


Q (: r ， jy ) ，其中 r ，)'） ， Q ( 

在区域 g 上有连续偏导数, r 为系统在 g 上的一条 闭轨. 证明 

盖+到 d _ rd _ y =0 ( Z ) 为 r 的内部区域). 

D X 》I 

证因为 r 是 g 上的一条闭曲线, d 为厂围成的区域，则由数 

学分析中的格林 ( Green ) 公式 


例 8 设系统"^二尸(工， 30 ， 






d ， 


妒十_卜， 


① 


Qdx — Pdjy = 




dx 


D 


若尸:工=¥^)， 3 /=0(0，/€[0，了]，则必有 

， vK ,)] ck ， dy = QZ < p ( t ) 


代入式①左端，得 


T 


Qdx — Pdy = QPdt — PQdt = 0 


o 


芸 + g 卜 d ),= 0 


于是 


D 


dx 


例 9( 闭轨不存在性）若在单连通域 G 上，系统 i = PCr ， y )， 

dO 

= 0(丁，30的右端函数尸(了，7) ， QO ，:^)有连续偏导数及$;， 


dy 


dt 


且 


¥+学 >0 (或 < 0 〉， 

dx By 


① 
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dx 




但在任何二维子区域上都恒不为零，则系统夕） 

Q (: r ，3 ；) 在区域 G 内不存在闭轨. 

证用反证法.设系统在 G 内存在闭轨围成区域 D ， 则 JD 
= G ， 依格林公式 


，士 


][(■+_ 卜 


② 


Pdy — Q(Lt = 


D 


<p(t) ，，云 [0,7 ^]， 故 


由于厂是闭轨 




JT 


T 


▽Pi<pit) H,))f (z) — ， 0(f))〆 （ /)]ck ， 


Pdy 一 Qd 


.T = 


0 


但 A 是轨线，必有 


〆 (t)=P[_<p(t) Kf )] ， <p r (t)=Ql^<p(t) K /)] ， 
所以，代人上式，即得 


T 


(PQ — Q,P)d^ = 0 


Pdy — Qdx 




0 


又由题设或 <0 ) ，从而 


故式②两端不等，推出 矛盾. 故系统必不存在闭轨. 

本命题又称本迪克森 ( Bendixson ) 定理. 

例10设有方程 


① 


++ 尽 (*r) = 0 ， 

若 /(.r) 在[«，6]上不变号，且不恒为零，证明在区域 

— 00<^<+00}上，系统不存在闭轨. 

证方程①可化为方程组 


X 


dj ： 


dF = ^ ? 


dy 


— fMy—giJo) ， 




dt 


P(jo ^y)=y^ Q(d) = —/(x'yy — gix) ， 


即 
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dP . dQ 

I I 

dx Sy 

依例 9 结论知，系统①在 Z ) 上不存在闭轨. 

例 11( 丢拉克 （ Dulac ) 定理） 系统： _ =尸(了， 30 ，# = 0(工， 


—/( jt )^ O , 且不变号 


故 






30 在单连通域 G 上 P 、 Q 有连续偏 导数. 若在 G 上存在连续可微函 
数 5( X ， J ) ，使得 


d{PB) t d(QB) 


dx 


3 y 


在 G 上保持常号，且在 G 的任何二维子域上不恒为零.则例10中 
的系统①在 g 上不存在闭轨及奇异闭轨. 

证考虑系统 


dx 


P(x,y)B(x,y ) ， 




dt 


① 


dy 


-^ = Q ( x , y ) B ( x , y ) ， 


由例 9 结论，因为 + 


在 G 上保持常号，满足命题的要 


d y 


求，故系统①在 G 上不存在闭轨. 

因为系 统①与 原系统可化为相同的方程式，所以，原系统在 G 

上也不存在闭轨. 

例 12 系统 


dx 




a 〉 0，">0 


^ y _ 


2 


= —— x — ay —— fJtx —， 




^ xOy 平面上是否存在闭轨？ 

P (x ^ y) = ^ y) 

S 0 r ，3；)= a e 2 % 使得 


可以找到 


mt 


— x — ay — jux — y 




d{PB) , 3(QB) 


= — a 2 e 2jr <C0 


dy 


dx 


满足丢拉克定理要求，故在 xOj 平面上不存在闭轨 
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例 13 证明方程 


dx 


2 


d 


dx 


.r 


① 




'hax-^b 


= 0 


dt 


dt 2 


不存在极限环 • 其中〜为常数，且 6 关0，/?关 0 

证将式①化为 


dx 


di =y9 


② 


dy 


— by-\r ax 2 ~\r ^ y 2 ， 


= 一 ax 


dt 


可解得奇点为 (0,0) 和 U / a ，0)， 若《 = 则奇点仅为 (0,0). 

由本迪克森定理（例 9) 知，由于 

"X I ~ ~ ^ — = — ^H~2/?v» 




dx 


b 


h 


所以在半平面: V ># 与中都不存在闭轨线，故不存在极限 
环.但要考虑是否存在与&相交的闭轨线. 

取 5(1，>0 = ^ 切，则 

d ( PB ) 

^~ dy ~ * 

’ y [ — h — anx — (bn — m — 2/3)y-j-anx 2 + ^ny z ] ? 

— 2 P ， 则 B (. r ， y ) 

= - he ~ 2? r ^0. 


dx 


"r_r + 


=e 


一 2 &t 


，且 


为待定常数.若取〃 = 0, 

d(PB) -rl(QB) 


其中 




e 


?n = 


m 


dy 


dx 


故依丢拉克定理（例 li )， 方程在全平面不存在闭轨线，从而在全平 
面不存在极限环. 

例 14 设函数尸(了，》），0(工，30，£(1，3；)在环形区域0内有一 

9(PB) , a(QB) 


矣 0. 证明方程组 


阶连续偏导数，且 




dx 


dy 


dx 


Q(x ，： y) 






dt 


在区域 G 内最多有一条闭轨线 
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证用反证法.设方程组在 G 内有两条闭轨线 Q 和(： 2 ，将 C \ 
mc 2 所围区域记为 d ， 则依据格林公式，有 

^KBP) , d(QB) 


I dxdy 


BPdy — BQdx — 


dx 




c^c 


D 


+ 故可设 


t d{QB) 


由题设 

样可证），则上式右端大于零，而上式左端 


>0( 小于0同 


dx 




djc 


3 y 


BPdy — BQdx 


c+c 


(BPQ-BQP)dt^ (p (BPQ-BQP)dt^O, 


c i 


c 


从而推出矛盾，故在区域 G 内至多有一条闭轨线. 


第三节稳定性概念 


主要内容 


1. 考虑二阶系统 


1=/](“工1，工2)， 

f 2 it , X l , X z ^ 

的解 X ] =：(：! it ) , X 2 = X 2 ( t )^[ t 0J 十^^上存在，。 〆 ，。） = ? ^2 (~ ) 
=^ 20 - 


X 


① 


X 




定义 S . 3 如果对于任意给定的 e >0, 存在正数 3 = 山），使 

得对于满足 


工10 _ 工10 I ， 工20 — '^20 I 占 


的所有 x 1( > ,工 2 。以及 t ^ t 0 ，均有 

x x (0 |<e ， \x 2 (t) — x 2 (t) | 〈 e ， 

其中 Xi (O ，(^ ) 为系统①的满足 *^1 ( Z 。) = Xio fj ：2 

称解⑴，工 2 = h ⑴是稳定的. 


的解，则 




.r 


20 
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如果 。二：!： 〆 /) 

定义 5. 4如果:^=$(0，工 2 =云⑴为稳定的，且存在 AOf 0 ) 
>0,使得对于任意满足 


不是稳定的，则称它是不稳定的 


，工2 = 


|<及0， I 工20工20 I <茂0 


乂 10 J _10 


的 


，均有 

lim [工 1 ( t ) — X \ O )] = 0， lim [- r 2 ( f )— jc 2 ⑴]= 0, 


工 10 ? ^20 


其中而 （ O ，工 2 ⑴为系统①的满足 A (心）=工1。，工2(心）=4。的解，则 

称解 X ^= X A it ) ，: r 2 = ： T 2(£) 是渐近稳定的. 

2，考虑区域 A : Ui |<&， U 2 |< A . 

定义 5. 5如果函数 F (^，： r 2 ) 在 A 上连续可微，并且满足 

上的正（负）定函数. 

定义 S .6 如果函数 1 ^(工 1 ，1 2 )在£> 1 上连续可微，并且满足 

^((^(^^(^^(々，■^^^◦^(^，则称八心^:^为乃上的常正^:负） 

函数- 


定义 5.7 如果函数在 A 上连续可微，且在（0,0)的 
无论多么小的邻域中， VOcwA ) 既可取到正值，又可取到负值，则 
WV ( xi ，.: c 2 ) 为变号函数 • 

定义18假设函数在（0,0)的邻域中连续可微，则 


将函数 


BV (xj , x 2 ) 


9 V ( X x ， X 2 ) 


/ iCx ^ Xg ) + 


f z < 工 1 ，工 2 ) 


dx 


9 Xy 


称为 V ( xi ， X 2) 关于系统 *3：1 ~ f \ ， X 2) ， Xz ~ f 2 ('^1 ，工 2) 的全导数， 

并记为它 (xi , X 2 ). 

3. 三个基本定理 

只考虑自治系统 


② 


1 ~ f I (工 1 T2) ，工 2~ fZ C*^l y^2 ) 


定理 5. 2( 稳定性定理）如果在某个 O 上存在正（负）定函数 
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VOcuh )， 且它关于系统 
全导数铲在 A 上为常负（正）函数，则系统 

/~2 (*^1 ，工2)的零解 *^1 0 是稳定 的_ 

定理 5. 3( 渐近稳定性定理）如果在原点（0,0)的某个邻域 

A 上存在正（负）定函数 FCa ，: r 2 ) ，它关于系统 it / Ja ，.;^)， 
AUnA ) 的对 r 的全导数 FCa ，:^)在仏上为负（正）定的函数， 




X 2 




贝!]系统 X = /】 ( j ： l ^ x 2 ) f x 2 — f 2 { x l ，: r 2 ) 的零解 x l = x z = Q 是渐近稳 


定的 


定理 5. 4( 不稳定性定理）如果存在函数它关于系 

统 ii =/i (工! ，. r 2 ) ， if / ah ，_ r 2 ) 在区域 A 上是正（负）定的，但 

以々，: c 2 ) 本身却不是常负（正）的，则系统 i 1 = f l U 1 , x 2 ) 

_/~2 (^ l ，"^〉的零解0是不稳定的. 

用来判别稳定性的函数 V (^， X 2 ) ，称为李雅普诺夫 

(JTnnyHOB) 函数 • 

4-二阶线性系统 


，工2 = 


dx 


~3T =：a n Jr ^~ a \zy ， 


dt 


③ 


■— = A 


d：y 


a 22 


21 


^ = a 2 \ x J ta Z 2 y ^ 


的奇点的分类可利用稳定性理论确定- 

(1) 设4有相异实根 A ，//. 

( 1 ) A ， ju 同号. 若; U " 同正，0(0,0)为不稳定的 结点； 若; Up 同 

负， 0(0,0) 为稳定的结点. 

( ii )/ U " 异号. 0(0,0)为不稳定的鞍点. 

(2) 设4有二重特征根. 

A 0 
0 A 

点; A >0 时， 0(0,0) 为不稳定的临界结点. 


，则 A <0 时， CK 0,0) 为渐近稳定的临界结 


(0 若 J = 
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番 



A 0 


，则 A <0 时， 0(0,0) 为渐近稳定的退化结 


( ii ) 若/ = 

点； A >0 时，0(0,0)为不稳定的退化结点. 

(3) 设4有共轭复根《±饵. 

若 a =0, 中心 0(0,0) 是稳定的；若《<0,0(0,0)是稳定的焦 
点； 若 a >0,0(0,0) 是不稳定的焦点. 


A 


疑难解析 


1. 为什么要研究自治系统零解的稳定性？ 

答因为，对自治系统任一常数解的研究，都可以化为对相应 
自治系统零解的研究. 

设/ =又。是自治系统¥=/(又)的任一常数解，作变换又=叉 

X 。，则系统变为 




dY 


def 


= /(y+X 0 )=—F(7) 


dt 


ay 


而系统 ¥=/( x ) 的解就对应于系统 f =/( y + x 。） 的解 
y = o ( 零解）. 

2 . 怎样理解判定稳定性的三个基本定理？它们是否可以改 


进？ 


答可以由定号函数的几何意义来理解三个基本定理的正确 
性.如对定理 5. 2,由于 ，_ r 2 ) 定正，而疒 U ，: c 2 ) 常负，则沿自治 

,^ 2 )的軏线，当 f 增大时不会使 

. 增大.所以，从任一闭合超曲面 = e 内部*出发的 

轨线，当，增大时不会越出 F (:3^，1 2 ) = £，从而知零解心= 0，工 2 = 0 

是稳定的. 

定理 5. 3和定理 5. 4的条件都可以减弱. 


dx 


dxj 


系统 


f 1 (JT] y Xz ) ， 






dt 
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(1) 若 VCxnA ) 定正（负），它 ^ r 2 ) 常负（正），但集合 D = 

{ ( j：i y . T z ) \V ( JT : ，.: r 2 ) = 0} 内除 (. 2 ^，. r 2 ) = 0( 零解）外不含有系统的 
整条轨线，则 ( A ， x 2 ) = 0 是渐近稳定的. 

因为 V ( il ，1 2 )常负，且集合内不含除 Xi ==. T 2 == 0外的整条 

轨线，因而沿轨线 f 增大时，它（^，^)不可能永远为零.即， 

V Or , ，1 2 )总要减小，势必迫使轨线最终趋向平衡位置 O . 

(2) 若 FCa ，: r 2 ) 在 

1^(.3^ ，: r 2 ) 定号，则 

因为，若设 PCr ,，％) 定正， F 的变号保证了在点 O 的任意邻近 
均有(々。，々(^使卩 (. r 1 Q ， jr 2 C )〉0, 则当 f 增大时，从 (. rio ，* r 2 。） 出发的 
轨线，始终使 FCr :， x 2 ) 增大，所以轨线随 f 的增大会远离：^=.7： 2 = 


0的邻域内是变号函数，而 


工 1 




^2 




^=0是不稳定的 


0* 


3. 怎样寻找李雅普诺夫函数 VCr , ，: r 2 )? 

答寻求适当的李雅普诺夫函数是十分困难的，对于某些简 
单的情况，通常有两种思路 :一种 是从原方程组中舍掉某些项，利 
用简化后所得方程组的首次积分来作为原方程组的 v (^， a )， 再 
进行必要的系数调整；另一种是选用由多项式所构成的定正函数 
来进行试探和调整. 


例如 


(1) 讨论系统 

dT =x - dT = 

b 

的零解的稳定性 


dx 


X] — ax 2 (l + 工 2 ) 2 ， 


dx 


( l + x 2 ) 2 右端的第二项，得简化的系统 


舍去¥= 


dx 


djc } 


，易于求得首次积分为故可取 

_ 

F ( x 3 ， x 2 ) =4+.4可以看到，原系统是在简化系统第二个方程右 


，山 — 




347 




端添加一项得到的，因此在沿原系统的轨线计算 V ( A ， A ) 时，由 

于前两项将被消去，使所得结果比较简单，从而便于讨论 

性态.这就是为什么这样选取的原因与思 
路.具体讨论 如下： 

当 u = 0 时，由定理 5. 2知零解稳定，但此时 H + 

d = C 是原系统的轨线族，故零解不渐近 稳定； 当 a >0 时， 

V (^：!，: C 2 X 0( 常负），且铲 ( A ， x 2 ) = 0, 当且仅当 x 2 = 0 或 x 2 

而 A = 0与 
知，此时零解渐近稳定 


— 1， 




一 1显然不是原系统的轨线，故由疑难解析 2(1) 




oc z 


dx 




的零解的稳定 


(2) 讨论系统 f 




， cU — 


性* 


由于三个定理条件中都要求 t ( A ， A ) 定号或常号，所以选取 
Vtx ! ，. z 2 ) 时要考虑这一点.可设7(工1 ，* r 2 )= Art + Rz ?， 其中 A ， S ， 

，卢为待定常数.计算 7(^1， x 2 )， 根据化简的原则取定 a ，/?，’， 5. 

如本例最终取 — 

负，而7(而，0： 2 )在汐（0,0)是变号函数，所以，由疑难解析2中的 
(1) 知，零解不稳定. 


a 


方法、技巧与典型例题分析 


本节要求熟悉解的稳定性的概念，对稳定、渐近稳定、不稳定 
有明确的 理解; 要求能够运用三个基本定理和系数矩阵的特征值 

来讨论和确定解的稳定性. 

例1在二维空间里讨论下列函数的符号性质： 


(1) V (xj jX 2 ) = —^2 ； 

(2) V (xj ^x 1 )=x\ — 2x l x\ ； 
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(3) VCx l y x z ) = x\ — 2x l x\-\rx\-\-x\ j 

(4) V(joi f jt 2 ) =-ri + 2 ^ 2 X 2 +^2+^1^2 ； 

(5) V(x” jt 2 )+jc 2 sin ： T2; 

( 6 ) V(xi ^xux^ — xl^rlx^^rxl — xl- 


解 （1) 是常号函数，且是常负的 • 

(2) VXa ，: r 2 )= d(l — 2々），因而存在充分小的正数 A >0, 当 
I | , \ x 2 时， V ( a ，_ z 2 )>0, 且在 O (0,0) 的邻域上，当 

0时，，: r 2 ) 也可能为零 • 所以是常号函数，且是常正 


的* 


0时， V ( X 】，了2) 

= 0,其他所以， A ) 是常号函数，且是正 定的. 

(4) V ( x ^ > x 2 )= ( A + Ay + dx 〗， 所以是常号函数，且是正定 


(3) 7(%，: r 2 ) = ( X ] — x |) 2 + jcf ，仅当 A = 


jc 2 = 


的. 


(5) V (:^ ， x 2 ) ^ acosj ^ + j ^ sinx 2 , 因为在任何 j < Ch , \ x z 


< h 内， sinx 2 的正负与&的正负都是改变的，所以， V ( n ， x 2 ) 是变 

号函数 * 


(6) 若: r 3 #0, 取 = l — e (0< e < l ) ，当 时 

— x 〗>0, 所以， FUaa ) 是常正的. 

例 2 若自治系统 

= 0是否渐近稳定的? 


Z 


d*r 


均满足 lim Xj = 0, lim a = 0 ， 那么 

/—^ + 00 +00 

为什么？ 


f X\— X2 


不是渐近稳定的.因为不能保证从点（0,0)足够小邻域出 
发的轨线，始终保持在点（0,0)的充分小邻域内. 

例 3 对于方程组 


m 


4 




X 


dV 


试说明 VXa ， jt 2 ) + 4 是正定的，而"^是常负的 
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因为 \^(1 1 ， 1 2 )=^+4,7(0,0) = 0 ，当 4+4 关 0 时， 
V (^! ， x 2 )=xf 十 4 是正定的， 

dV = 3Vd.r } dVdx 
dt d.x } dt dx 2 


2 


4xi ( — (^2^1 ) = 0, 






dy 


因而 I 是常负的 


d 


dx 


T 


例 4 讨论系统 ¥ + &+x = 0 的零解的稳定性. 


令： r 2 = ¥， 则系统化为方程组 


dxj 


=x 2 , 


dt 


① 

-i 


d.r 


2 


■ ■■ ■ 1 — 

— 丄 i 2 


dt 


令 V(:r] ” r 2 ) + + ，工 2 ) = (j ：! + .r 2 ) 2 + 2.ri H~ 


. d , 显然是正定 函数. 可求得沿方程组①轨线的全导数 


2(4+4)，它是负定的，所以，该系统的零解是渐近 


^ (^1 ， . r 2 ) 






稳定的. 


例5考察下列系统零解的稳定性 


dx l 


d . r } 


i + jc^r 套， 


=— x 


2 义 1 ， 


=— :r 


dt 


ck 


( 2 ) 


( 1 ) 


dx 


dx 2 


1—^2 


=—2 x ? x 2 ； 


^ dT~ x 


dt 


(1 ) 取 VXll 9 ^2 ) + X 〗 ，知 V ( Xi ， A ) 是正定的.又 


djr 


djCj 


dV 


2 


= — 2 xi —2 x ) X 2= 一 2 工？（1+工妄） ， 


= 2. r ! -^ + 2^ 




dt 


所以 g 是常负的，从而系统的零解是稳定的 • 

(2) 取 1/(%,：*： 2 ) = :^+4知， VUha ) 是正定的.又 


dx 


d ^! 


dV 


2 


= 2.ri ( — x 2 —x?) + 2: ， 2( 工 l — 了 2) 


~h 2x 


2^：! 






dt 


dt 


dt 


— 2( xf + d ) ， 
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dV 


所以 I 是负定的，从而系统的零解是渐近稳定的. 

例6考察阻尼振动系统 o ： +>^;+«.3： = 0(々>0，”>0)平衡点 
的稳定性. 


d . r 2 


令 jr 2 = 


，则系统化为方程组 


dt 


dx 2 


dt 


djc 


= —— kx 


i — nx x 


dt 


取 + ： 2 ) 是正定的* 又 

^ 2 nxi ^^ + Cr 2 +々：(：!） 


d.r 


dV 


dr 2 卜々 dr 】 


= — kx \ — nkx \ ， 


ck 一 々 


dt 


dt 


dt 


dy 


所以 i 是负定的，因而系统的零解是渐近稳定的. 

例 7 考察线性系统 


dx r 


-\- hx 2 ， 


dt 


b 


>0 


d : r . 


d 


cx x -\- dx 2 . 


dt — 


零解的稳定性 


解取 VX：fi ， x 2 ) = ( ad — be ) { x \^ rx 2 z ) + icx Y — a . r 2 ) 2 + ( cIjcj — 


& 2 ) 2 ,则，: r 2 ) 是正 定的. 又 


dV 


do ：! 

1 "d7 


dx 


dxj dj： 2 

c nr~ a 


~rr = 2 (ad — bc ) 


+ 2(cxi — ajr 2 ) 


— x 




d ， 


dt 


dj ：! 


dx 


+ 2 {dxj — bx 2 、d 二 j - h 

\ df 

= 2 (a +d) (ad — 6c) (:r?+x 音 ） • 


dt 


dV 


(1) a + J <0, 此时 # 是负定的_系统的零解是渐近稳定的. 
因为 △= aJ —&>0， c = d + d <0. 由第一节知，系统的奇点为 
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稳定的结点 （ a 2 — 仏>0) 或稳定的焦点 U 2 — 44<0)， 所以，系统的 

奇点为稳定的结点与焦点时，系统的零解是渐近稳定的 • 

(2) a+d = 0, 此时 g 是常负的，于是系统的零解是稳定的. 
因为4>0，^=0,所以奇点 0(0,0) 为中心，即奇点0(0,0)为中 

心时，系统的零解是稳定的. 

( 3 ) a + dX )， 此时是正定的，系统的奇点是不稳定结点 


( 〆 一44>0)或不稳定焦点 U 2 — 仏<0)，系统的零解是（负向）渐 
近稳定的. 


则原系统化为 


作时间代换£ = 


— r 




dx 




=— cx \ — dx 


— bjo 2 ， 


= — axi 


dr 


dr 


取 V ( 工 i >x 2 ) = (ad —be) {x\-\~ x z Y -\~ (cjox -\-dx 2 Y (dx l — bjo 2 ^) 2 ^ 


dF 


= — ( a + d ) (ad — he ) ( x ?+^〉. 


则 


dt 


djr 1 


从而知， FUmA ) 是正定的， g 是负定的.故 a +^>0 时，系统 


dr 


eLr 


- dx 2 的零解是渐近稳定的，而称原系 
统的零解是(负向）渐近的 • 因此，当原系统的奇点 O ( o , o ) 是不稳 

定结点与焦点时，系统的零解是（负向）渐近稳定的- 

例 8 考察系统¥ = 4+4,# = 4+4零解的稳定性. 


— hx 2 ^ 


= —CJ：i 


=— axi 


dr 


取 Wxi ，: r 2 )=y — y ， k 1 |> k 2 丨的区域为 VCa ，.: r 2 )>0 


的区域，称为正号区.因为 


dx 




dV 


2 




ix ] 


—— Ax 






2 


dt 


ck 


dt 


dV 


所以，在 V ( A ，： T 2 ) 的正号区1々1>1^ 2 |上，^>0，且 


^- = 4 (xi — X2 ) = 4 ( x { + X2 ) ijo \ — x \) ， 


dt 
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故当 八々 ， .: r 2 )=:r? — 时 ，工 f ，有 ^^4d 2 >0 ，故 

系统的零解是不稳定的. 

例9 讨论下列系统零解的稳 定性： 


— y~\-x(jr 2 -\-y 2 ) 9 

> = . r +)'( x 2 +y ) ; 

*x =y-\-aJ0 3 , 

+V ; 


x = 


— y — jcy ^ 


x = 


( 1 ) 


( 2 ) 


4 


y — x —— 




(3) 


(4) 


3 ^ = — a 2 sinx ； 


y = ~ j ^ 


工 = y ， 


(5) 


：y = — x —3( l+y )>- 
本例用首次积分与 F ( x ，： y ) 讨论 


x — 


— JN 


(1) 因为 


的首次积分为 x 2 + y = C ， 故令 F ( x ，3；) = 


y = x 

从而 VCrj ) 为正定的，又 
dF_ 3V d^r dV djy 2 . 

U = ^Tt^^Tt = ~ 2xy ~ 2x y +2^-2^V<o, 


X 


所以，零解是稳定的 


X = 


—夕， 


(2) 因为 


的首次积分为 y + y ^ c , 故令 f ( x ，30 = 


y =^ 

+夕 2 ,从而 VCrj ) 为正定的.又 


x 


dV 3 V dx , dV 

d7 = a?d7 + ^ ； d7 = 

-2 U 2 + y > 2 > o , 

所以 ， jr = 0， jy =0 是不稳 定的, 


2x\ix{x 2 ^ y z ) — yix 2 y z )^\ 


工 =3 S 


(3) 因为 


. 的首次积分为 ： y 2 — 2 a 2 cosx ^ C f 令 


y = — a sinx 

v ( U)=y —2 a 2 cosjr = C ， 则 FCr ，： v ) 是正定的或负 定的. 又 


dV 


~^ = 2 ： y ( — a 2 sin ： r)+ 2a 2 sinx • y—0 , 
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所以，零解 


y ~ 0 是稳定的. 


J 0 — 


^=y 


(4 ) 因为 


白勺首次积分为 x 2 +jv 2 eC ， 令 7 (x ， JV) = jt 2 + 


3 ^ = 一 : r 

y ，则 V Cr ， j ) 是正定的，又 

dV DVd.r t 3Vdy 

dt ^z dt 3y dt 


= 2x{y J rax^)^r2y{ay z — ,z) = 2a {x l ~ i ry 2 ^ ， 




dV 


dV 


所以，当 “<o 时， 


<0, 零解是渐近稳 定的； 当 a>0 时， ¥r>0, 




dr 




dV 


零解是不稳 定的； 当 a = 0 时 ， f = 0 , 零解是稳定的 


^ — y ^ 


(5 ) 因为 


的首次积分为 x 2 +y^c ， 令 v(x ， 30 =x 2 + 


y = —jr 

y ，则 V (: r ， 3 ， ) 是正 定的. 又 


dV dVdx x dVdy 

dt dx d^ dy di 


= 2x：y + 2^y[ —x — 3( l+y ))] 


=— 6(1 +3/ 2 )/<0， 


当 y = 0 或 一 1 时 >^- = 0. 但 ： y = 0 或 _y= — 1 不是轨线，所以，零解 

是渐近稳定的 . 

例 10 讨论下列系统零解的稳 定性： , 

— x — jy + 2 c ， 


x — 


x = 2^^}-8 sinyj 


( 2 ) 


(1) i : y =工+5、 

=工+7 ; 

解 （ 1 ) 系统的系数矩阵的特征方程为 

I — 1 — A 


2 —e^ — 3 ： y—cos;y_ 








-i 


A(A 2 —2) = 0, 


1 — A 0 




— A 


解得入 = 0 ，々 = v^ ， A 3 = — /T ， 所以系统的零解是不稳定的 . 

(2) 将 S ir^ ， c 0 S3 ；， e v 用泰勒公式展开，可得原系统的线性近似 


系统 
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x = 2x-\-^y y 


— 3y, 


3^ = 


其系数矩阵的特征方程为 


8 


= A 2 +A 十 2 = 0, 


— 3 — A 

解得特征值 = — 1 士 Vl ~ i )， 可见特征值有负实部，零解是 

渐近稳定的. 

对于” 阶常系数线性微分方程组 g = 其中 


-1 


dt 


x l 


a 


a 


a 


n 


12 


In 


X 


a 


a 


a 


i!l 


22 




5 A 


x = 


X 


a 


a 


a 




”2 


n 




的解有如下两个定理. 

W y* 

定理 1 若系统石二义文的系数矩阵4的特征根为 A ， A 2 ，…， 
A ,， 则有下面三个结论 


4 


(1) 若4，\ ，…， A ,. 均有负实部，则系统的零解是渐近 


稳定的; 


( 2 ) 若 A M A 2 ，••_，々中至少有一个具有正实部，则系统努 
的零解是不稳定的 

(3) 若\，々，…，七中没有正实部的根，但是有零根或零实部 

的纯虚根，则当零根或零实部根的初等因子都是一次时，系统 

■ 

= A ^ 的零解是稳定的.当零根或零实部的根中至少有一个的初等 

Hi * 

因子的次数大于1时，系统 $ = 的零解是不稳 定的. 

一般情况下，系数矩阵4的特征方程是一个一元〃次代数方 


dt 


* 

t 


dx 


d 之 
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程，其根不易求得.此时，可由代数学中著名的儒歇-胡尔威茨 

( Rouche - Hurwitz ) 判据来判定 • 

定理2 有一元《次常系数代数方程 

+ q A' 1 — 1 + … +<3,,-! = 0 » 


① 


a 0 


其如 >0,作行列式 


0 


0 


0 


a 




0 


0 




a 




a 




a 


a 


a 


a 


—4 


2/j — 2 


2n-3 


2n-l 


n 


式中，当 £+>« 时心 = 0 ,则式①的所有根均有负实部的充要条件是 
A , 的一切主子式都大于零，即 


a x 


a 


0 


> 0 , 


—Ui^>0j ^2 ~ 


a 


0 




a 


o 


，么 = 1>0 


a 1 > 0 , 


△3 = 


a 


a 


2 


3 


a A a 


a 


5 


3 


例 11 讨论方程组 


dx 


广 

I 

I 

晒 

_ 


— 4： y +2 之， 


— x 






dy 


jf = 3 x — 3 /— 


dt 


dz 


= 一 2 工 — 之 


ck 


零解的稳定性 • 


系数矩阵 a 的特征方程为 


—1 — A 


— 4 


—( A 3 + 3/ l 2 + 21 A +29) = 0, 


—1 — A 


_ 2 




- 1 - A | 

其特征根不易 求得. 则由定理 2 ,得 
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A =^! = 3>0» A 2 = 


= 34>0, 


29 21 丨 

^3 = a 3 ^ 2 = 29X 34 = 986>0. 

知特征方程的根均有负实部，因而方程组的零解是渐近稳 定的. 

对《阶非线性微分方程组 


dx 


① 


Ax -\- F ( x ) ’ 






ck 


ft (了 1 ? 工 2 ， 


，X 


_ _ # 


fl 


若 


F ( x ) = 


， F (0) = 0， 


fn C 工 1 ，工 2 ， 




;r 


I F(x) j 


lim 


= 0 , 


x 


!l 


o 


X 




则系统①称为几乎线性系统， A ： = 0( 零向量)是其零解.此时，其零 
解的稳定性有如下定理. 

定理 3 若系数矩阵 4 的所有特征根具有负实根，则系统①的 
零解是渐近稳定的；若 A 的特征根中至少有一个具有正实部，则系 
统①的零解是不稳定的. 

例12讨论非线性方程组零解的稳 定性： 


dx 


- 3 y ^\- x 2 z 2 9 


= 一 x 


dt 




=— Jo + y + y 2 -> rx 2 , 


( 1 ) 


dz 


— 3 之 + 之 2 + ： y 2 ； 


-T" = X 

dt 


— 2sinjr ? 

y=x — 2^+ (sin^v+s ： 2 )〆 ， 


x — y — z 


( 2 ) 


z 




利用定理 3 讨论 • 

①系数矩阵4的特征方程为 
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秦 



—1 —A —3 


0 


A 


-1 


— I 

I 

-■； 


= — ( A +3) U +2) U —2) = 0, 


0 




[ 1 0 —3 —A| 

解得特征根为 A , = —3， A 2 = — 2， A 3 = 2. 其中有一个正实根，所以系 
统的零解是不稳定的. 

②系数矩阵 A 的特征方程为 


-A 


—1 


— 2 _ 义 0 


-( A 3 -2^ 2 -3) 




-U — l )( A 2 + 3 A +3) = 0, 

解得特征根为 A 1； = l ， A 2 , 3 = f (-3±2 i ). 其中有一个正实根，所以 
系统的零解是不稳定的. 

按前面的解法，要将 sixmsinjNeS ^ p ■^用 泰勒公式展开，求出 

X ^ 

相应的一次项，得相应的线性近似系统 




dx 


di =y ~ z ~ 2x ^ 




d 7 =x ~ 


J 7 , 


d ^： 


= x +)，一 ：， 


ck 


其系数矩阵的特征方程为 A 3 + 2 A 2 - A +1 = 0, 可求得 

2 -ll 




a 


o 


= = 2>0 ， z^ 2 = 


=—3<0 ? 


a, a 


所以，系统的零解是不稳 定的. 

显然，用定理3求解要简单得多 • 
例 13 已知系统 


d,r 


-厂（工）， 




<^y 


—犮（工）， 

I 

其中 FCr )， 发( X )在（一 oo ，+ oo ) 上连续，且当 x 关0时，叹 U )>0, 




dt 
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xF ( x )> 0 . 证明系统存在零解，且零解是稳定的. 

证由题设条件可知，当 i >0 时，尺 ( x )>0， fXx )〉0 ;当 . r <0 

时 ，片 Cr)<CO ， F ( jt )<0. 而 F ( x ) ， 片(:?0在 （ 一 00 ?十 00 ) 上连续，所以 

F (0) = 0, 茗(0) = 0,从而知 : r = 0,3 /=0是系统的解，即系统存在零 


解 




+ ^*(, r ) d * r ， 则不论 , r >0 

Jo 

还是 . r <0, 由 尽 O ) 的性质可知 ，V (. r ， j ) 是正定的，而 FCr ， jy ) 在 
(― oo , + oo ) 上的全导数 


取李雅普诺夫函数 VUd ) 


2 






f— 二智 +L〆— 洲， — 


— F(x)g(x) 




dV 


因为厂 Or ) 与 gU ) 同号，所以 i 是常负的* 

依据定理 5. 2,系统的零解是稳定的 • 

例 14 已知系统 


dx 


—xf Cr,y ) ， 


dF =y 


^ y _ 


—yf ( 工， j ) ， 


= — X 


d / 


其中 /(. r ，： y ) 有连续的一阶偏导数，证 明： 

(1) 如果在原点的邻域内 /( io ;)>0, 则系统的零解是渐近稳 


定的; 


(2) 如果在原点的邻域内 / Cr ，3 O <0, 则系统的零解是不稳定 


的- 


证由所给系统知，零解是确实存在的 • 

取李雅普诺夫函数 VCr ， 30 =?+ y , 显然 VCr ,_ y ) 是正定的， 
而 F ( jr ， jy ) 的全导数 


盖 =銮宗 + f^ ==2 ' r( ' y_x/Cr ， 3 ； )) + 23/( n’ ( D )) 


-2/(xoO(x 2 +y). 
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(1) 若在原点的邻域内 /(1，^)>0, 则■^是负定的，于是，依 

据定理 5. 3,系统的零解是渐近稳 定的. 

■ 

(2) 若在原点的邻域内 / Cr ，_ y )<0, 则 f 是正定的，于是，依 

据定理 5. 4,系统的零解是不稳定的. 

例15设有常系数齐次线性方程组 i ^ Ax , xeR \ A 为二阶 

常数矩阵，记/>= — trA，g = det / l ， 设关0, 证明： 

(1) 当&>0,9>0时，系统的零解是渐近稳 定的； 

(2) 当 / C >0 ，g = 0 或户 = 0， g >0 时，系统的零解是稳 定的； 

(3) 其他情形下，系统的零解是不稳定的. 

解因为系数矩阵 A 的特征方程为 A 2 +/> A + 9 = 0, 所以 

(1) 当户〉 0， g >0 时，特征值义].2 =音（一//) 2 —4<7>-特征 

值均有负实部，所以，系统的零解是渐近稳定的 • 

(2) 当/> = 0, 9 >0或 f >0 ，g = 0 时，由特征值无法判定稳定 

性.取李雅普诺夫函数八 1 ， 30 =_ 2 ： 2 十 y ， 知 VCr ， 30 是正定的，而 

是常号的，所以，系统的零解是稳定的. 

(3) 其他情形，特征值的实部至少有一个为正，所以，系统的 

零解是不稳定的. 

例16设有方程组 


dV 


df 


dx 


3^ + sinx 


dt 


dy 


-j- = ax^byj 


d / 


设口^^，且 （6+1) 2 关 4(6— 參 一1* 

(1) 判别奇点 （0,0) 的 类型； 

(2) 当《为何值时，零解渐近稳定？并证 明：如 果零解渐近稳 
定，则不存在极限环. 

证 （1) 将原方程组在点（0,0)处线性化，得 
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右邮 + 知 


对应系数矩阵的特征方程为 A 2 — (6+ l ) A +(6~ a ) = 0 解得特征值 

礼 2 = j [(6+ l ) 士 A 6+ l ) 2 ^4(^^]. 当 （6+ l ) 2 >4(6— a ) 时， 


两个特征值均为实数，下面对 a ，6 的取值进行讨论. 

( i ) 若6 + 1<0,6 — a >0, 则两个特征值均为负实数，点 （0,0) 
为系统的稳定结点. 

( ii ) 若 6+ l >0,6— a >0, 则两个特征值均为正实数，点（0,0) 
为系统的不稳定的结点， 

( iii ) 若6— a <0, 则两个特征值为异号的实数，点（0,0)为系统 


的鞍点 


当 （6+ l ) 2 <4(6— a ) 时，讨论 如下： 

( iv ) 若6 + 1<0,则特征值为实部小于零的一对共轭复数，点 
(0,0)为稳定的焦点. 

( v ) 若6 + 1>0,则特征值为实部大于零的一对共轭复数，点 
(0,0)为不稳定的焦点. 

( vi ) 若 6= —1(6 — a >0)， 则特征值为一对共轭虚根，需由原 
方程组讨论点（0,0)的类型.此时点（0,0)可能是中心，也可能是焦 
点，要根据具体数值来确定. 

(2) 由对点（0,0)类型的分析可知，当 a <6<— 1时，点（0,0) 

为稳定的结点或焦点，从而可知零解是渐近稳定的. 

若零解是渐近稳定的，即当《<6<_1时，在相平面上，对任 

意 （ D )， 有 




= cosx 十60 


dy 


dx 


从而，由本迪克森定理(本章第二节例 9) 知，不存在任何闭轨线，也 
就不存在极限环， 
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例 17 设〃阶常数方阵4的所有特征值具有负实部，〃阶矩阵 

值函数片⑴在 [0 ， +cxo) 上连续，且 

明： 方程组 


B(t)-A j| d^<-foo . 证 


0 


dx 


① 


— BQ)x 


dt 


的零解是渐近稳定的. 

证将方程组①改写为 #=^+ Db ( o -4>, 则可视为线性 
部分为的非齐次方程组.于是，满足初值条件 A ：<^)=： r 。 的解为 

[BCv) — A]JC(.v)d 


AC/-r.) 


AO — j ) 


x{t)—e 


Xo + 


o 


e 


s 


0 


因为 4 的所有特征值的实部小于零，所以存在 a >0, 使得 

(M>0). 


II 一 卜 ,o> || ^Mc 

考虑/ 情形.由常数变易公式，得 

|| jc ⑴ || ^Me 




0 


— “（/■， r。) 


^0 


) || B(s) — A || || x(s) || d.v, 


一 aCt 


十 A/e 


s 




0 


I! x(t) || || x 0 I 




0 


e 


I B(s) — A || || x(s) j| ds 


o 一“） 


+ Me 


u 


0 


0 


若记 


(O = 〆(，、）II X ⑴ II ， 

itXM II . r 0 II + P M II B ( s)-A II «0 )d 

J, o 

由格隆威尔 （ Gronwall) 不等式可以得出 


u 


则得 


u 


s 


4； 


cx> 


II Bis}—A II ds 


= Me N || x 0 II ， 


(,XM || :c 0 || e 


u 


I — A |{ ， 


其中 


N=M 


0 


4: 


H B{s)-A\\ ds 


II x(t) II lUo I 


0> II Xo || ， 




MDe 




e 


1 


II B{s)—A (I As 


•Kf 


从而由零解渐近稳定的定义知，原方程组 


其中 D = e 


0 


畢 
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的零解是渐近稳定的. 

例18讨论方程 


x + poc ~hq(x — x 3 ) — 0 

的零解 .r = 0 ，.i = 0 的稳定性.其中^>0，/>为实参数 

解将方程①化为对应的方程组 


① 


dj ： 


dr 


② 




=— qx — py - j-qx 


ck — 


再化为对应的线性方程组 


dx 


df 


③ 




= —qx — py . 


ck 


其系数矩阵 A 的特征方程为 A 2 + /> A+g = 0, 有特征值礼 2 = + (—/> 


(1) 若，>切，则两个特征值为同号的实数.若户>0,则两个 

■ 

特征值为负实数，零解 I = 0 ，i = 0 是渐近稳 定的；若/ <0,则两个 

特征值为正实数，零解^ = 0 

(2) 若/> 2 = 4心则两个特征值是与符号相反的二重实根.若 

声>0,则 A 为负实数，零解 x =0， i ： = 0 是渐近稳 定的； 若/><0,则 A 

为正实数，零解1 = 0，士 = 0是不稳定的 • 

(3) 若 〆 <4 g ，/)#0, 则两个特征值为一对共轭复数，实部为 

- p / 2 . 若户>0,则两个特征值均有负实部，所以零解^ = 0，士 = 0 

是渐近稳定的；若/><0,则两个特征值有正实部，所以零解1 = 0 , i 
= 0是不稳 定的； 若/> = 0,则两个特征值是一对共轭虚数,不能直 

I 

t 

% 

接判定.取李雅普诺夫函数7(工，3^) = !工 2 +各：^ — ^^ 4 (可由对 


0是不稳定的 




，X 
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dy q (, r z 一 x ) 
djr 


的首次积分 + _y 


2 — 


—TT t 2 + C 作 出）. 因为 


—rX 


—Q 


y 


在点 （0,0) 附近， VO ，： y ) 正定， fsO , 所以零解 is 0 , 士 = 0 是稳 


定的 


综上所述，若/>>0,零解是渐近稳定的；若/<0,零解是不稳 
定的； 若/> = 0,零解是稳定的，但不是渐近稳定的. 

例19设矩阵值函数4(0在[>。，+^0)上连续(/。>0)，且当， 

固定时， 4(/) 的所有特征值 AG ) 满足 ReA (0< — flU >0). 若对于 

任何 h ， f 2 e [ h ，+ oo )， || AM~ACt 2 ) || <尺，且成立，其 
中 M 由不等式 II e 4( V '|| 确定，尺为正常数.证明： 

线性微分方程组 


do : 


① 


A ( t)x 


— 


dt 


的零解是渐近稳定的. 

解 将方程组①改写为 


d ^: 


= A (f 0 ) x + [A (,) — A O 0 ) ] x ， 

由常数变易公式 ~ 方程组①满足 x (^) = : r 。 的解为 

[A (5) — AUo^Jois^ds 


d 7 


A{t Q )(t Q — 0 


AD (卜 j) 


x ( t ) ~e 


Xo + 


o 


e 


0 


所以对有估计式 

II 工⑴ N < li e^oH^II tUoll 

-h f || e Aa o )C ^ f> 1( || A(.0 —A(/o) II II xG) II ds 


0 


K || xCs ) || d 


< Me —V || x 0 |i + Me 


— j) 




0 


x ( j ) |j ds 


即 WV || xQYf <M || x 0 II + A//C 


ais 〜 t 


0 


e 


0 


由格隆威尔不等式，可得 


e〆 卜 V || x(/) || <A/ || x 0 II 6 勵 -V ， 
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即 || J ：( t ) I| |j .r 0 || e 

从而，知方程组①的零解是渐近稳定的 

例 20 如果〃 维齐次线性方程组 


(MK 一 <j) (f 


|| x 0 II c 


(/ — / q ) /2 


— U 


dx 


① 




dt 


的每一个解 = l ⑴当， — + oo 时，都趋于零解1 = 0,证明它的每一 
个解是渐近稳定的. 

证设方程组①的任一解 X = x (/) 是连续的，且当 + oo 时， 




设 x = 是方程的另一解，则由 

lim [.r(/) — 3 ^(/)]— lim x(t) — lim y(t) = 0 

/—► + oo / —+ oo ^ + oc 

知，对于任给的£>0,存在/。>0，当〖>&时，有 

\x(t)—y<it) | O. 

再由解对初值的依赖性知，存在3>0,当 k(o) — 3；(0)丨<^时，0< 

有 I.r0) —: y(i) | <£，从而，解 
也是渐近稳定的. 

例 21 设在区间 0</< + oo 上连续，证明方程 


② 


(O 是稳定的，由式②知它 


JT = X 


dx 


① 


g ( Ox-\-f ( x ) 




dt 


的任一解 


(1) 当 贫 (/) d(< + oo 时，是稳定的; 


(2) 当 ff(f)ck= —oo 时，是渐近稳 定的; 


0 


(3) 当丨 g(i)ck =+ oo 时，是不稳定的 • 

“)是方程①的任 一 解， ■TZA (O 是方程①的另 

一解.于是，它们的差:^⑴二心⑴一满足齐次方程 


0 


证设 


X = Xi 


<^y 


② 


苦 1( 办， 


从而，问题化为讨论齐次方程②的零解的稳定性问题_方程②的满 
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足初始条件 〆 0)=> 的解为 


g(s)ds 


0 


J ; = ^oC 


( 1 ) 当 片 ( f ) ck < + c > o 时， lim 发 0 )dv 存在.由片 ( f ) 的连续 

J 0 /-，+ nJ 0 

h 

性知，当^6 [0, + oo ) 时， \ f gCs)ds 是有界的，即 

Jo 

g(s)ds 〈 M ， /G[0 ， +oo )， M>0_ 

则对任给的 e >0, 可取 3= ee - M ， 故当 U |<3 时， 

|)，(,） I < Ijo |e A ’ 〈 e ， ,€[0 ’+°°)， 

所以，方程②的零解是稳定的，从而方程①的任一解是稳定的 


)dx 


Hi 


= 0,则当 f 6[0，+ co ) 


(2) 当 尺 (/)df = — oo 时 ， lim 

Jo +。 

是有界的，即 




时 ， e 


* 

IT 


〈从，^6[0，+°°)， M ^>0 


故对任给的 e >0, 可取 3= e / M . 于是，当|>|<3时，对〖€[0, 

十°°)，有 


卜⑴丨 <€ :， [0 ， +00) ， 


Jo ^ 


(f)ds 


0. 所以，方程②的零解是渐近稳定的，从而方程 


且 lim y 0 e 




①的任一解是渐近稳定的. 

(3> 当⑴&=十⑺时，对任意的 ui # o , 必存在匕>0, 


l^COdj 


>点，故可取 d ， 对任娜 >0,存在 #0 ，UI 


使得 


<心使 f = 6 时，有 




: y (， i ) 丨= 


>2> 1 = > 


.Voe 


所以，知方程②的零解是不稳定的，从而方程①的任一解都是不稳 


定的 
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第六章一阶偏微分方程初步 


本章借助特征常微分方程组，讨论求一阶线性偏微分方程的 

通解与柯西 （ Cauchy ) 问题解的方法. 


第 一 ‘节 一 阶常微分方程组的首次积分 


主要内容 


1. 偏微分方程就是联系着多个自变量，未知函数及其某些偏 
导数的关系式. 

一 阶偏微分方程的一般形式为 


9u du 
djC l * dx z ’ 


du 


① 


F 


.r ” ， 《 ， 


dx 


其中…， : r rt 为自变量， u 为未知函数. 

其初值问题(柯西问题)是求方程①的满足条件 


= x o = < p ( jC l jX 2 f 


，•^ — 1 i + ]_ 9 


的解，其中/为1，2, 
为某一给定的函数_ 


中的 一 个， 〆 工1 ，工 2 ，…， 


* ■ ■ 




1 ?工 /+1 ， 


p ■ 


dll 


da 


2 . X x ( jo 1 ，: r 2 ，…，上 + ，: r 2 , …^„) —+ 


du 


② 


， x 2 ， 


dx 


称为一阶线性齐次偏微分 方程. 以后总假定兄(^，: r 2 ，…，&)，/ = 

，^„)空间的某个区域 d 内连续，对各个自变 

，工” 的偏导数有界，且足在 D 内不同时为零. 


1，2,…，/!在 


，工2， 


工1 ，工 2 ? 


im 
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鲁 




da 


du 


叉 i ( x i ， x 2 ， 


，“)恥 + 


^0 —+ X 2 (^, x 2 , 


，x 


• ft » 


，工" 


» • • 


f 9 x 2 


du 


③ 


+ X n (X 】， Xg ， 


， “） 


， W ) j 工 = R ? X-2 ， 


，x 


称为一阶拟线性非齐次偏微分方程.以后总假 定各足 (/=1，2,…， 

， A ) 空间的某个区域仏内连续且不同时为零， 


)和尺在 （A 

对各个自变量的偏导数有界 

3-设函数 


n 


，工2， 


) 及其偏导数在某一区域上连续， 

■ 

若将〃及其偏导数代人方程①中，能使方程①成为恒等式，则称 
为方程①在该区域上的解. 

4. 一 般的一阶常微分方程组形如 


(JT 】 ， X2 ， 


U = U 




U 




/ iO , 


，％)， 






dx 




，: O ， 


了,％ 0 ； 2^ 


④ 








d.z 


定义 6. 1 如果方程组④的任何一个解％ ( x ) ，力 （ x ) ，…， 
( x ) 代人连续可微函数中 Cro ，:，;^, …，; y ,,)， 使函数 0(. r ，3 M (： r )， 

3^0 r )， …， ％0 r )) 恒等于某一常数(此常•数与所取的解有关），则函 

数少 （ 


:V 


) 称为方程组④的一个首次积分. 

定义 6. 2设灸 Crdi ^， …，: y «)(， = l ，2, …，々<”）是方程组 

④的々个首次积分.如果矩阵 

9P X d^ x 
办 1 

油 2 油 2 

■ I » 1 m ■! 

dyi 3y 2 


^yn 


• r ，％ ，： y 2 . 


3 ^ x 


3y tl 


2 




3 y n 


油 k 


办 1 办 2 


^ y rt 
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中某个々阶子矩阵的行列式(也称々阶子式)不为零，则称黾 Cr，％， 

，％)(/=1，2,… ，幻是 方程组④的々个独立的首次积分 • 


夕 2, 


疑难解析 


怎样求首次积分？ 

答通常用可积组合法求首次积分- 

一般地，每个方程中都含几个未知函数，不大可能从一个方程 
中通过积分的方法求得未知 函数. 但是，可以经过一些运算，将其 

中一些方程（甚至全部）组合起来，就有可能构成可以积分的形式， 

可能是 …， _yJ = 0 或者代换成一个未知函数的可积 
方程•将这两种情形的可积方程积分后，得到的一个含有任意常数 
C 的等式，即是一个首次积分.这种将方程式组合起来求首次积分 
的方法称可积组合法. 

在用可积组合法求首次积分时，常将微分方程组写成对称的 


形式，如 




dy tt dx 


■ , ■■ ■■ . 1 • _ • . _■ » ■ 

A ~ f z ~ ~ L_ l 


这种形式的微分方程组在用可积组合法求它的首次积分时，可以 
利用比例的许多性质，如合比定理与分比定理等 • 


dx 




例如，求解方程组 


dO + y) 


将两个方程相加，得 
函数，对方程积分，得首次积分 


"hjy . 以作为一个未知 


& 




d(x — y) 


将两个方程相减，得 
未知函数，对方程积分，得首次积分 


作为一个 


=— (x - y )- 以 


dt 


y=C z e~ t 
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_ 


从而，可得方程组的通解为 


x= ( C ^+ CO /2, 

)=( C〆 一 C 2 e —)/2. 


又如，求解方程组 


djy z-\-x djs: 

■■ ■■ ■ ~ - 7 

d-r y~\- d,r y-\- 




先将方程化为对称形式 


dx 


d )， 


dz 


y^-z z-\-x .r+3/ 


应用合比性质，得 


dr — dy dy — d 
y — x 


z 


z — y 


d(x~y) _d(y — z) 


^—y 


y — z 


^—y 


积分，得 

再用合比性质，得 


① 


y^C } (y—z ) => 


C , 


x — 




y~^ 


djr+dy+djs: _ dy 一 dz 

z — y 

d(y — z) 

y _z 


2( 工+5+之） 


1 d (: r + jy +之) 

2 , x-\-y-\-z 


积分，得 


(x+ i y-f'^) 1/2 = C 2 (y 一 z)~ 1= > (jo-^y-\~zy /2 (3 ； 一 z)=C 2 - ② 

从而，方程组的通积分为 


工 一 J = c 
y — 之 1 ’ 


Cx-hy+z) 1 / 2 (y—z)=C 


方法、技巧与典型例题分析 


例1求下列方程组的首次积分与通积分 
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參 


dx 


dx 


: V 


dF =y ^ 


d 广 


x —— y 


( l ) 


( 2 ) 


dy 


<^ y_y 


J ： 


ck 




j ： — y 


x 


dj ： 


djr 


y 




(), —‘ r )” 


dt 


( 3 ) 


( 4 ) 


dy 


d ) 


.T 


= — .r + 3 ; 


dt 


dt Cy 一 x) 

( 1 ) 将第一式两端乘以 . r ， 第二式两端乘以 3 ;，然后相减， 


2 


得 


dx 


<^y 


积分 


0 x 2 — y 2 — C \ ， 


x di 


—y 


dt 


得第一个首次积分 

再将第一式两端减去第二式两端，得 

dx d V 
■, ^ 

dt dt~ 


- y - c , 


x 


积分 


y—x 

^—y 


y= — ，- HC 


2 9 


得第二个首次积分 

于是，方程组的通积分为 


x — y J rt = C 2 


2 


~y —C x 9 

x—y^t = C 2 

d z jo _ 

dt 2 dt 

1 / dx 


x 


( 2 ) 微分第一式，得 


代人原方程组各式，得 


攀 


d 2 x 


d 2 x 1 / dx 


2 




= 0 




dp 


dt 


dt 


ck 2 


x 


X 


X 


djr 


d 2 X 


dp 


令沄，，则沄， 


，上式化为 


dx 


p - —p Z =0 => — — = 0 

ax Jr 〃 ax — 


JT 


分离变量并积分，得 


dx 


p = Cx ==> ^j — Cx 


再分离变量并积分，得 


= C 2 e c i / 


x 
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由原方程组第一式，得 


d:r 




所以，原方程通解为 


x = C 2 e c i / , 

尸 C\C 2 e c i 


(3) 微分第一式，得 g —t 


代人原方程第二式，得 


d 2 x 


= — x + 3 


山 2 


dx 


令菡=户，则寇，裝.上式化为 


p 么 p — 


—— x + 3 => pdp = { — x + 3)dx, 


dx 


两端积分，得 


/>= ± V 6x —jc 2 + 2C ! ， 


d:r 


士 V 6x — x 2 -\-2C l 




dt 


分离变量，得 


d^r 


= ibd /, 


(2C a + 9) 2 — {x — 3) 


x —— 3 


两端积分，得 


=c 2 土 


arcsin 


V2C|™h9 

二 > ， : r= V 2C\ +95111((7 2 士 ， ）+ 3 


工— 3 


P sm(C 2 ±f) = 


V 2C, + 9 

由原方程组第一式，得 


dx 


士 V 2(^ + 9( ： 08((7 2 士 Z) 






dt 


于是，原方程组通解为 


V 2C\ + 9sin(C 2 土广 ） +3， 

士 \/ 2C X + 9c 


os (C 2 土 ,）_ 
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( 4 ) 将方程组第一式除以第二式，得 

dx y 


积分 


- y = c } 


dy 


再由第二式减去第一式，得 


d(: —jy) — — (x — y) 

(x — yy 

将 x — : y 看作变量，分离变量并积分，得 




t + ^r(x-y) 2 =C 2 . 


因为两个首次积分相互独立，所以原方程组的通积分为 


— y = c " 


— {x — yy-\-t = C 


例 2 求下列方程组的首次积分与通积分 


⑴ 


dx 








y — x 




dy 


( 4 ) 与 > 


d 之 


dx 


dz 


( 3 )^ = , +JC x + y 


x y z 


y 


a ) 将方程化为^=_=_，由合比定理，得 


xyz xyz xyz 


3/d:r + :cd3；= 2 zdz 


等式两端积分，得首次积分 


xy — z 2 = C^ 


d.r dy d*r d^y 


由 


yz 


y 


得另一个线性无关的首次积分 

所以，原方程组通积分为 


X y—Z 2 = Cy ， 


^ — r 1 

■ ■■■ \^/ 


y 


(2) 将三个分式的分子、分母依次相加，得 
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參 


參 


dx + dy + d2 ： 

js: 一 3^ + x — 之 +), — 




0 


积分 


即有 


d(x m -\-y-\-z) = 0 => jt+jv+ z = C\ 

用 ^ 3 y,z 分别乘三个分式后再相加，得 


xdx~{~ydy-\~zd 


xdx + ydy -\-zdz 


z 


yx +X 3 ; — yz -\-yz 一 xz 


0 


xz — 


积分 


d (?+：/+ 之 2 )=o => X 2 +y+z 2 = C 


即有 


2 


所以，原方程组通积分为 


x-\-y J rz=C l , 

十 y+^=c 2 . 

( 3 ) 由第三分式减去第一分式等于第二分式减去第 一 分式， 


X 


得 


dy — 


d(z — jo) — d(jy — x) 
(z 一 jt ) 


dz — dx 
x-\-y 一 y 一 z z~{-x 




(y — x ) ’ 






两端积分，得 


之— X 


ln(z — jt) =ln(jy — x) +lnC\=> 


— ll 


y—^ 


又，第一分式减去第二分式等于三个分式相加，得 

dx - j - d ^ + d ^ 
d(x — y) ^d(,r+ 3 / + ^r) 

(jo — y) ~ 2{x-\-y-\-zY 


dx — dy 

y-\-^ 


tv . 




两端积分，得 


+ 111(7 2 ^> (x — y) 2 (jr-\-y^z)=C 


\n(x — y) 2 = ln 


(:r + ： V + z ) 

所以，原方程组通积分为 


z — x 


= C l9 


y—^o 

(x — j0 2 (x+ ： y+2：) —C 


2 


( 4 ) 将原式前一等式两端分离后积分，得 
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djo — dy 


积分 




再将原式后一等式化简后分离并积分，得 


dy 


dz 




积分 


jo y z 


所以，原方程组通积分为 


—y 2 = 3 C ^ ， 


y+~=3c 2 


例 3 求下列方程组的首次积分与通积分 


adx 

{h — c^yz (c — a)zx ia — b、xy ’ 


bdy 


cdz 


( 1 ) 


dy 


dx 


d 之 


( 2 ) 


jr(jr4~jy) —yi^+y') (: v — 工） (2^4-2^+^) 

⑴用 


分别乘一、二、三分式后相加，得 




— <2 xd jc + bydy + czdz 


xdx -\- bydy -\- czdz 


(b —— c ^ xyz -^ (c —— a ) xyz -}~ (a — b)xyz 


0 


枳分 


即有 axdx -^ bydy ^ czdz^O ax 2 -{^ by 2 -\- cz 2 = C \ 

再用 ar ， 妙， a 分别乘一、二、三分式后相加，得 

a 2 xdx -\- b 2 ydy -\- c 2 zdz 
a (b — c ) xyz -\- b(c — a ) xyz -\- c(a —— h)xyz 


a 2 a : dx ^~ b 2 ydy + c 2 zdz 

_ ••墨 • • _ _ - M - ■- 


0 


积分 


艮 P 有 a 2 xdx -\- b z ydy ^ c z zdz = Q a 1 x z ~ Vb 2 y 2 c l z z = C 


所以，原方程组通积分为 


十十 

1 -\- b 2 y 1 -\- c z z 2 — C 


(2) 由第一分式与第二分式，得 


d：V 


djc 


dj ： 


dy 


=> 


xO + ： y ) — y ( jo -\- y ) 

xy ~ C \. 

由第一分式加第二分式等于三个分式相加，得 




两端积分，得 
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d(x + ^) — d(x+3 ； +5：) 

jr+jy+z ’ 


^-\-y 


两端积分，得 


(x + y) (x 十 : y + z) —C 2 * 


所以，原方程组通积分为 

jry = C x f 

O+30O+：^ + 2)=C 2 * . 

一般地，两个首次积分是否线性无关不需特别证明.在求出 

■ 

后，容易加以判断. 

例4求解方 程组： 


d ^: 


d ) 


= y — x { x z -^ ry z — 1) ， 




dt 


( 1 ) 


( 2 ) 




dz 


— y ( x 2 + y — l ); 


(z — y } 

(1) 将第一式乘以 . r 加上第二式乘以 3 /，得 


= 一 x 


d ^ = y 


dt 


m 


d,z 


dy 


— ( jo 2 -\~ y 2 ) ( x 2 + 3 ； 2 — 1) ， 


di +y dl = 


.z 


d ( jr 2 "4-^ y 2 ) = — 2 ( x 2 +3； 2 ) (: r 2 +/ — 1 )di 

将 P + y 2 看作变量，对上式两端分离变量后积分，得 

+y— 1 


即得 


2( 


e 


X 


① 


= Ci => : 2 + y 2 = 


2 t 


e 


2 t 


~ C 1 




e 


JT, 


再将第二式乘以： r 减去第一式乘以&得 


dx 


d 


d 》 




—a—(?+y) $ 石 


=— 1 ， 


arctan ~ 


x dt 


X 


分离变量后积分，得 


y 


② 


arctan - H = 


x 


利用极坐标 x = rcos 0， 代人式①、式②，得 

▲ 

■ 

6= C 1 — t . 


1 




所以，原方程组通解为 
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cos (Cg — t ) 


,T = 


sin(C z — t) 


y = 


— 2 / 


1 — CjG 


( 2 ) 原方程组可改写为 


d:r 


dz 


(z — y) 

由后一等式得# = @ ，分离变量后积分，得 


Z 


y 


Z 


y 


— z 2 = C 1 


y 


再由比例性质，得 


dx 


dy — dz 

z —— y 


djr = — (z 一 y)d(z 一 y) 


(z — y) 

视 3 ; 为变量，两端积分，得 


2 了 +( 之一 y) 2 = C 


所以，原方程组通积分为 


- 之 2 = C” 


3^ 


2x+{z — yY = C 2 . 

， : v„)=C,G = l ， 2, 


例 S 设 


jk ； l ^ k^n — 1) 


工 ，： Vi jyzy 


嬸•峰 


是方程组 


d 乂 


M 


① 


， y rt ) (/=1 ， 2, 


，打） 




工，： ^1 ，夕 2, 


擎攀 9 


令 _ ♦ 


dx 


在区域 GGR ” + 1 内的々个独立的首次积分， 证明： 利用々个首次积分 

可以将方程组①降为只含个未知函数，由《个一阶方程构 
成的方程组 • 

证设^( 1 ，：^，: V2 , …，: y«)=C G = 1 ，2,…，々）是方程组①的 
k 个独立的首次积分，且行列式 


D ( F 】， F 2 ,"-， F *) 


#0， 0， yi ， y 2 ，…，％) 


乃（：^- ( *— i ” …， ％) 
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由 K Cr 


, y n )=Ci 可得 


^2 ， 


y n -j = <Pn-j(^yyi ， : V2, 


iC 19 C 


， C k ) 


， yn—k 


2 ， 


② 


(7 — 0,1 ? 

将式②代人方程组①的前个方程，即可将方程组①化为求 

，:的个方程： 


，k — 1 ) 




yi ，： V2, 


_ _令 


dy t 


Lix 


^yn-k ，私 —A+i (工 ^y \ ， 


f C k ) f 


■- 


，3^，>2 ， 


dj ： 


钭（工，: yi ， 


;C 


， C >)) G = l ，2 , …，々 ）, 


« • • 


， yn — k 


i y 


求出上面这 n — 々个方程的解 


☆ OjC 】 ， "•， C >) G = 1 ，2,…，々 ） ， 




: V / 


dyi 


则由 f (z = A + 14 + 2, …⑺）和首次积分性质，可以证明 

， C A ) G’ = l ， 2,… ，々 ） 


( piix ^ C x ， 






• • • 


与 


， C*) ， … ， tp n — k {x\C' ， … ， C*)) 

，々一 1) 






^-7 


晕攀攀 


(/= 1,2, 

就是方程组①的解，所以方程组①降为只含〃 一 々个未知函数，由 
一々个一阶方程构成的方程组. 


， / 2— k%j 


0,1， 




* * • 


p • • • 


n 


第二节一阶线性齐次偏微分方程 


主要内容 


设有方向场 


F = P(jo jy 9 z)i-\-Q(sc ^ y 9 z) jRCa : 9 y 9 z^>k , 

若有曲线族的每一条曲线都处处与方向场的方向 f 相切，则这样 
的曲线称为 F 的特征曲线.特征曲线的微分方程为 


dr 




do: 


① 


P(x 9 y 9 z) Q(x f y $ z) R(jo f y 9 z) 

求特征曲线就是求解微分方程组①.方程组①称为方向场 F 的特 
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征方程组.全体特征曲线“编织”成方向场 F 的积分曲面 

1 . 一阶线性齐次偏微分方程 


du 


du 


X \ ( Xi ，工2， 


- 




，工 


，工 


n 


n 


dx y 


dx 


du 


② 




II 


的特征方程组是 


dxy 

XiO 】 ，工2,…，工 It ) K 工】，工2,…，工《) 


dx 


dx 


③ 


n 


)， 


C 工 1，， 


，工 


* •攀 


n 


方程组③的一个解称为方程②的特征曲线，简称特征 


方程组③可写成等价的方程组 


dx } Xj djr 2 X 


dx n _ x 
f da: 


^ - 1 


④ 


dx„ X„ dsc„ X rt ’ 


X 


ft 


n 


)是方程②的解的 
)是特征方程组③(或④）的首次积 


定理 6. 1连续可微函数 M = 工2, 

充分必要条件为 9 ( 工” 


，工 


71 


X 


，工 


2 ? 


n 


分. 


特征方程组③（或④）有无穷多个首次积分，因此方程②有无 


穷多个解 


如果 >^ 2 * 

③的 《— 1 个独立的首次积分，则它们的任意的连续可微函数 

，工 rt )) 


) (/ = 1 ， 2,…， w — 1 ) 是方程组 


定理 


，工 


n 




W = ^ (奶 （工1 9 X 2 J 


，工 71) ， 


畢 • ■ 


• # * 


，工2， 


是方程②的通解，即包含了方程②的所有的解. 

2 . 方程②的柯西问题的解法求方程②的满足初始条件 


= <p{x l9 x 2 j* 


9 J 0 


U 


0 


n 


x — jr 


n 


的解. 由于方程②的通解为 


U = ( P (< p i ( x l 9 X Z 9 " t ，工 《) ，…，科 - 1 ( A ， 工 2 ,…，工 ”）） ， 


所以，柯西问题化为找到”一 1 个如下的函数： 

⑴1=(灼，9%，…，钭 —1) (z = l ，2,…， A 2 —1) 
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蠡 


使得 


0 


， xD ， 


1 (仍 （ 工1 


，扒 - 1( 工1 

) ，…' Oi ，工 2 ， • 


))， 


= OJ 


，^^， ••• ，工 


x l 


? X 2 ， 


，工 rt — 1 


X 


n — 1 * 


/! 


0 


0 


))， 


= 0> 2 (仍（而，工 2 , 


JO 


， JT 


X 


，工 


X 




ft — 1 ， 


rt— 1 » 


n 




0 


，工 /!—1 ，工 2) ， •" J ^ Ptt—l (工 1 ，工 2 ， 


-1(灼（工1 


)) 


= (£) 


X 


，上2, 


，X 


JT 


FI — 1 9 


« — 1 


« 


n 


则函数 


1 (奶，奸， 


，蚪 —1)) ， 

0是方程②的一个 


^ = 9(0^ (灼，妗，…，科—0， 

，蚪一 I ) 


，⑴ /I — 


參 》« 


使得 0( 奶，鈐， 


< Pi ^ C \ ，工2, 




，尤 


* • • 


0 


M 一 


.r =x 


解 


疑难解析 


1. 怎样求一阶线性齐次偏微分方程的通解？ 

求一阶线性齐次偏微分方程②的步骤可归纳 如下： 

CD 写出方程②的特征方程组③； 

(2) 求出特征方程组③的 《—1 个独立的首次积分鈐 
)(; =1,2, 

(3) 写出通解 w = 少(两，奸， •• •，钭 -1). 

显然，关键是求出 《 — 1 个独立的首次积分，同时，应该认识 
到： 与常微分方裎的通解不同 ，偏 微分方程②的通解不仅含有任意 

常数，而且它本身是以其特征常微分方程组的 《 — 1 个独立的首次 

积分为变元的任意 函数. 


，工2， 


3 n — 1 ) i 




• • » 


n 


9z dz 

3 y 


= 0,其特征方程组为 


例如，偏微分方程 


dy 


dx 


JO 


y 


分离变量并两端积分，得一个首次积分 

<p=x Zj ry Z j 

所以，齐次方程通解为 ) 
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* 


在几何上，这个通解表示以 Z 轴为旋转轴的旋转曲面族•当 

+ y ; 当少(妗=时，得（旋 


0( 的时，得旋转抛物面 
转）球面 z = yR 2 - x 2 ~ y 2 ； 当 < Picp )= 时，得圆锥面 


z = x 




^ / ^ ? 1 1 7;当0(?0=0(常数）时，得平面^=(：. 

求初值（柯西）问题的解有哪些步骤？ 

答 求初值问题的步骤可归纳如下. 

(1) 写出齐次方程②的特征方程组③，求出它的〃 一1 个独立 
的首次积分. 

(2) 建立等式组 


0 


仍 （ X 】 ， x 2 ， 

妗（工”工”…，,尽】— ”乂卜灼， 


) z=( Piy 


X 


，工 


1， 


n 


» 




0 


) 


扒一 i ( 工1，工 


料 一 1 


1 


”7 ： 




2 ? 


^ -- 


n 


由等式组解出 


J 0 \ ?工 2 ， 


»X 


n—\ » 


，托一 1 ) ， 


工1=叫（仍，矜， 

= a> z ，朽，…，％一 1 ) ， 


x 


1(灼，矜，…，％ — 1) 


J — CO 


X 


9 } 


n — 


(3) 构成初值问题解 

少（奶，，…，蚪 —1) 


) ，矜 (*3：1， X 2 ， •“ ，洱），…， 

)) ，⑴ 2( 矜 （工1 '2， 


~ (^<pi (Xi ，工2， 

9 ?i — l (工 1 ，工2， 

…，蚪 —1( 工 1 ：2， 

<Pl(^l ，々， 


，X 




i ) ，码 （了1 ，工2， ••• ，％、， 

1 C^Pi ( Xi ，工2， 


,X 




A 


，队一 


9 X 


• « ♦ 


? x 


ft 


n 


))) 


) ， … J<p n -i (xi ， ■: r 2 , 


，x 


， j ： 


fl 


fl 


例如，求齐次偏微分方程 


3 u 


du 


dll 


^ r mrmr ■ 、 ^ w 


0 
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满足初始条件七 ; 

其特征方程组为 


/( x ，： sr ) 的解， 




dz dx 


yz 




dz d )， 


得第一个首次积分 


由 




XZ 


^—y 


9\ 




由 # = _ 得第二个首次积分 


nr «v 

* A - p * 




码 = x 2 — 


建立等式组，并解出 x ， c 得 


= V ^+ W ， 

= y 9 i+yh 


—yl =< f \ ， 

一 jyo ~ % 


所以，所求特解为 




u 


3. 怎样建立偏微分方程？ 

答建立偏微分方程常用以下两种方法. 
(1) 消去常数建立偏微分方程. 


设有关系式^1，3；，^，^，/>0 = 0，其中以1，3，为自变量， sr 由 jr，：y 
确定为常数. 

对 = 0 求偏导数，得 

dtp dcpdz 

— ■- I 

’ dz 3 j ： 


3y dz dy 


0, 






消去常数得一阶偏微分方程 


cfe dz 


⑤ 


F 


= 0 


D ，：， 石 ，办 


当式⑤中消去常数的个数等于自变量个数时，得一阶偏微分 


方程 
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例如，有关系式 


+ + 6,分别对 


求偏导数， 


z = ajce 




得 


3z 


dz 


r + <3 2 e 2 


y 


— = ae ^ ， 

Sr 


— = ^:re 




dz 


dz 


dz 


由一 = 解得 


g ， 代入三，得一阶偏微分方程 


—) r 


e 




dz 


dz 


dz 


J[ m 




dx 


(2) 消去函数建立偏微分方程 


设为 


的函数，且有关系式 ^ U，tO = 0, 其中 p 为任意 




可微函数 


式 ^(^^) = 0 分别对 x , y 求偏导数，得 


dcp^kt dCpdtl Bz 丄 d(pdv , dcp^V dz 

fkidx dudzdx dvdx Bvdzdx 


= 0, 


dudy ditSzdy dvdy 3vdzdy 


— 0 


消去盖， 盖，得偏微分方程 


du dudz \ [ Bv t ^dz 
dx 3z9xj 1 By dzdy 


du fhcdz\ l du . 也 <fe 

By dz dy 


dx dz 3x 


dz 


3 z 


或 


⑥ 


尸三十 QF = /?， 


dx 


3 y 


D du ^ du 3v 

W .. ■ ■ ■ ■ ■ I 

dydz dzdy’ 

dti ^ 3u 9v 
dz dx dxdz’ 


其中 


Q — 


du du 3li dv 


R = ~ 


dxdy dydx 


式⑥中已不含％而是 £ ，蠢的线性关 系式. 


例如，有关系式 z = y + 2/ —+ ln.r • 分别对求偏导数， 


x 


得 
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# 



季尸 2计+/| 士 fin 


多 OH’ 


dz 


jr 








x 


dx 


y 


，代人后一 ^ 式，即得偏 


JT 


由上述前一式中解得 1 ~+ ln 
微分方程 


JT 


2 


3z 


3z 


w 〜 l 、，〜 _ O 

^ + ^- =23； 


x 


3 y 


方法、技巧与典型例题分析 

I 

例1形如 a _ = 0的方程的通解为 

= f {ay — 6.Z). 

0的满足2：0,0) = 46_1的特解 


① 




dz 


dz 


试求 3 g +2 i 




dy 


将 a = 3,6=2 代入式①，得 

f (3), — 2 工 ) 


② 




z 


将之 ( x ，0) = 4 e — i 代人式②，得 


/( —2: r ) = 4 e 

设一 2 x = z ，则一从而 

/ ⑴ = 4 e 


—X 


{^y-2x)/2 


tit 


/(3 ： y—2x) = 4e 


=> 


dz 


dz 


= 0，满足2(工，0) = 461的特解为 


所以，方程 3 云+ 2 工 




(3)-—2.r)/2 


z = Ae 


例 2 形如 a ^ = C 的方程的通解为 

c C 

f(ay — bx ) + -^y 或 z = f (ay — bx )~^ — 


X ， 




z 


试求1+1=1的通解 • 


因为 a =6= l ， C = l ， 所以方程的通解为 

= fiy — 


z 
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例 3 形如 a # +办 


dz 


Cz 的方程的通解为 




dx 




Or/ 


f (ay — "r ) 或 


Cy//> 


a 


f iay — bx 、 ， 


① 


z = e 


z = e 


3 z 


dz 


试求 


2 = Z 满足之 （ 了， 0 ) = 3e_5r + 2 e — 3J ， 的特解 




doc 


由式①，因为 “ = 1，6= —2， C =1， 故通解为 

f ( y ~ h 2 x ). 


—y/2 


z = e 


代人之（: r ，0) = 3 e — 5 ' + 2 e 


— 3 .r 


，得 


f (2 x ) — 3 e ~ b : r ^2 e 


3.r 




设 2x = z ， 则有 /(f) = 3e 

f (^ + 2x) = 3e 


— 5"2 


— 3" 2 


+ 2 e 


于是 


— 5(.y+2x)/2 


— 3(j+2x)/2 


+ 2 e 


故特解为 


— 3)— Sr 


^ 2 y — 3 x 


z —3 e 


H ~2 c 


例 4 形如莩 + 


dz 


(爪为常数）的方程的通解为 

)+0( x ? 3 ; — wi) ， 


m 


djo 


3 y 


= f 、 y— 


z 


? n.x 


试求塞 +^ =x23； + X3；2 的通解 


d y 


因为 w = i ， 所以 


f(y — mjr )= fiy — x ') 


而 0( i ，： y —7 w ： r ) 由 


(工 y + a 2 ) 求出，其中 


D -\- mD x 


3 


d 


D =p 


办， 


故 中父工 ，y — ? n ) = 




—jt£>i 


万 [r 2 (jy + jc) + :r(jy+-x) 2 ] 


=e 


— xD ^ 


万 （ 3x 2 y~hjry z + 2 Jr 3 ) 


=e 


™ j"Z) 


i( 3x 2 3 ； H-xy+ 2 j: 3 )dr 


=e 


■_ jtZ) 


} + 了 V + 7 工 


4 


=e 


x 
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(^-^)+^ 2 0-x) 2 + ^r 4 = ^r^ 


二 /O —x) + +rV 


故方程的通解为 

例 S 求下列方程的通解 


(2) ^ + ^ + ^ = 0； 

dx ay dZ 

(4) ( jc +3^)^ — (了— jy ) 差 = o 


dz 


dz 


( 1 ) 


3 ; 




3 x 


dtl 


dll 


⑶ H+f 0 ; 




按疑难解析 1 中方法求解 

dx d^y 


m 


，两端积分，得 
C <p=x 2 — y 2 ^ 

<P(<p) —0(x 2 — y 2 )* 

djr_ dy — dz 
1 1 1 


(1) 特征方程组为 






jc —y 


故通解为 




(2) 特征方程为 
由¥ = ¥得第一个首次积分 


<f\ —x — y 

由¥=•得第二个首次积分 


<Pi = y—z. 

由于两个首次积分独立，故原方程通解为 


步（灼，妗）=少（了 —： y ，: v — 之） 

dx dy dz 


攀 


(3) 特征方程组为 

由 d 3 ，= 0 得第一个首次积分 




0 




( = ^1 ) ， 


< p [二 y 


dx dz 广 

=— ，得; s ： = C 2 e 


再将 jy = C ^ 代人此式，得第 


x/C 


my - c } 代人，有 
二个首次积分 




— t/v 


^=ze 


所以，原方程通解为 
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步 （ft ，灼 ）=0(3、 沈 


iy 


) 


一 JT 


U 




⑷特征方程组为 — 


dy 


其通积分为 


y_ 


arctan 


C ， 


■T ：= 


所以，原方程通解为 


31 


arctan 


Z 


e 


例 6 求下列方程的解 


du 


du 


(1) 2 *r 运 一 1取芸+ (1此— 2 x )_ = 0; 

(2) (4 ， — 5jc)_ + (5 之 —3 ： y)_ + (3:- 4 之 ) 雲 = 0; 

(3) (.tnz — ny )~~h 、 nx 一 ’ 之 ）_+ (7jy — inx^~- = 0 \ 

I 十夕 |+(-+ 々 ry+— )| 

a) 特征方程组为 

dx 

—=—^— _ • 

2 x — \nz \nz — 2 x ' 

分离变量后积分，得第一个首次积分 

Clnz — 1 ) +x 


(4) 


x 


= 0 


dy 


» dz dx 
m 2^c = ^iz 


2 


< f \ 




a # 


由比例性质，得 


dx 

2 .r —\nz lnz — 2^ ~ 


dy — dx + djy + dz 


0 


知 dCr + 3 ；+ z ) = 0 , 得第二个首次积分 

矜 = i+«y+ 


Z 


所以，原方程通解为 

— ^{<Pi ^ < Pz ^> = ^ iz(\nz — 1) + :c 2 ，. r + jy + 之） 

其中企为任意二元连续可微函数. 

( 2 ) 特征方程组为 


U 


dz 


djr 


dy 


4 ^y — 5 x 5 之一 3^ 3 x — 4之 
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将上面的第一、二、三分式分别乘以 3 ， 4 , 5 后，分子、分母分别 

相加，由比例性质，得 


3d^ + 4d.xH-5d^ 




dx 


dz 


0 


Ay — 5x 5^ — 3^ 3^r — iz 

d(3s： + 4:r + 5)) = 0， 

< f \ — 4 x + 5 ^y * 

三分式分别乘以2^，2^，2^后，分子、分母分别 


知 


得第一个首次积分 

再将第一、二、 
相加，由比例性质，得 


2 之 dz + 2xdx-h 23^3, 


2 ydy 

_ 

2z(Ay—5Jo) 2x{5z — 3^) 2y(3Jo — 4 之） 

d0 2 +x 2 +y ) = 0, 


2 xdx 


2 zdz 


0 


知 


矜 =o ： 2 +y+ 


得第二个首次积分 

所以，原方程通解为 


% 


= ^(3z + 4. ： r+5 ： y ，之 2 + 了 2 +) 2 )， 


u 


其中多为任意二元连续可微函数 

(3) 特征方程组为 


dz 




dx 


nx — Iz ly — moo 


ny 


? nz 一 


后，分子、分母分别相加， 


?n j n 


由比例性质，得 


^ — ■ ~——, 

7 


ndz 




/dx 


0 


Imz — Iny mnx — mlz nly — nmx 


d { Lx -\-? ny ^ nz } — 0 ， 


知 


^ = lx + my + nz 


得第一个首次积分 

将第一二、三分式分别乘以后，分子、分母分别相 


加，由比例性质，得 


2 zdz 


2 ydy 


2 xdx ___ 

2 x{mz — ny )~ 2 y ( nx — lz ^ 2 z{Ly — mx ) 


2：rd:r 十 2yd》 + 2 zdz 

- - - r ， 


o 


d(x 2 +y + 之 2 ) = 0, 


知 
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得第二个首次积分 

所以，原方程通解为 


(pi = x 2 y 2 z 


2 


其中步为任意二元连续可微函数. 

(4) 特征方程组为 




u 


dx — d 夕 — 


dz 


2 + y +? 

后，分子、分母分别相加，得 


3 ; 


将第一、二、三分式分别乘以 

xdx _ ydy _ 


x^y^z 






由比例性质，得 


d ^: 


xdx + ydy - {- zd 


+ \/^ 2 + ^+^ 2 x 2 -\ry 2 -\rz 2j rz \/^\-y 2 -\r x 2 


d(x z ~^ry 2 十之 2 )/2 


则 


V JC 2 -\-y 2 -\rz 2 -\-x z -\-y 2 ~\- 


故 


= d ^ 


两次积分，得第一个首次积分 


<Pi 


又由_ = 两端积分，得第二个首次积分矜 =， r/y 
所以，原方程通解为 

u = 0 (<Pi ^<Pz) = <P( y a: 2 ~hy 2 z 2 — z,x/y)* 

其中步为任意二元连续可微函数. 

例7 求下列方程组的 通解： 


du 


Bu 


du 


( 1 ) 


石 +# 习十町石 =0 


B 一 C Bu . C — /I 


Su . i4 — B Su 

— H 石 = 0 ; 


( 2 ) 


B 


C 


^y 


^ i ( i 1 I 1 也 

(3) ^ + i 1 —— 1^； + — r ^ 


= 0; 


dx 
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參 


(4) 丄 # + 丄 # + … + 丄 # = a 

JTj dX l fir. 


n 


d.r dy — dz 


(1) 特征方程组为 
由第一个等式，得第一个首次积分 


XZ 


X 


<PI = ~ 


y 


由第二个等式，代人工= 0 得第二个首次积分 




所以，原方程通解为 


步(奶 .， 奸 )= 少 ( ^,jry — z 2 ^ 




U 


(2) 特征方程组为 


Cdz 


Ad,T 


Bdy 


(B — C)yz (C — A )zx (AB)xy 


将第一、二分式分别乘以 x ， y 后两端积分，得第一个首次积分 


A 


B 


仍 = 否二 ^. 厂 —d^y- 

将第二、三分式分别乘以后两端积分，得第二个首次积分 


C 


B 


^ = C ^ A y ~ A ^ B Z 


所以，原方程通解为 


C 


B 


A 


B 


Z 


2 


<P 


C-A y J C-A 


y — 


z 


X 




u 


B-C 


A — B 


dz 


dx 




(3) 特征方程组为 f = ^-17^— 


S 


dx s;d V (y — x)ds: 

1 z — l 1 


将上式中第一分式乘以一 2 后与第二分式的分子、分母分别相加， 

_ 

由比例性质，得 


dy — x . dz 


— djc) _ (y — x)dz 


或 


-1 


y—^ 


z 
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两端积分，得第一个首次积分 


<f\ = {y — x)z 


djc 


得砮 =1 —含，代入得 

d(y — x ) , dx ^ 


由 


1 




= 1-^^ 


dx 


C x 


C , 


y—^r 


两边积分，得 (： y — x ) e x/c i = C ” 代人 ( jy —= ，得第二个首次积 


分 


.T 


9 % = Cy jt )e o # 


所以，原方程通解为 

U = <p{ (y 

(4) 特征方程组为 


—x ):，(y — t r)e(y--r)^) 




dx 


j： n djo 


.r 


n 


对 x^xi = jr , dx , G * = 2 ， 3 ， 

x\ — 


)两端积分，得〃 一1 个首次积分 

(/ = 2，3， 


« • t 








jc- 




所以，原方程通解为 


u = ^{x\ — xl,x\ — xl^- .xl — xl') 


例 8 求下列方程柯西问题的解 


dz 


3z 


(1) 4十1芒=0, 


2 y ; 


Z 






x — O 


dz 


dz 


(2) ^-2x^ = 0, 


2 


jsr 


广夕 ； 


3x 


dy 


x = 


du 


Bu 


<ki 


y 


(3) 


+ w £— Cr 2 + y ) 尝= 0, 


xz 


u 


dx 


3 y 


0 




Bu 


( 4 ) 工石 


2 


( l ) 由例 5(1) 知，特征方程组的首次积分是 y . 令 


$U 


T 


_ y 解出3；= 


所以，所求特解为 




391 


蠢 


(2) 特征方程组为 ^=1^： 

+ y . 令解出 y =< P ~^* 所以，所求特解为 

( ^ 1 ) 2=( :r 2 + y _ 1 ) 2 - 


分离变量后积分，得首次积分 


* 


1 


2 


(p=X 






(3) 特征方程组为 


dz 


dx —dy — 


- /■ ? I 2 \ 

yz — (x 2 +：y ) 


xz 


由心化简后两端积分，得第一个首次积分 

xz yz 

(f\= y/x (~Ci ) - 


dz 


将 Z = 代人 _ = 


中，并 约去二 ，得 


— ( x 2 + y ) 


x 


X 


dz 


dx 


(l+Ci)xdx + 2 ： dj2：=0 




— (1 H~Ci 


z 


积分后代入，得第二个首次积分 


^= x 2 + y +: 2 . 


9 z 


x = 


: y 


1 + 9V 


— =^9 i ， 


X 


由 






2 


2 


x 




\+w 


所以，所求特解为 


1/2 


9 z 


-y 


9 m 


=< pi ~ 


u = 


l+<pl 1+沪? 


JC 


(4) 特征方程组为 


d^_dy_2dz 






X 


cLr 


得第一个首次积分 


由 


3 1 


x 


y 


<Pi = — 


X 


由»第二个首次积分 
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參 


z 


9 产— 


y 


y ^ 9 \ ， 


y =9 \ ， 


由 




z 


— =( h 




y 


所以，所求特解为 


= ^Pi^- ( Pi < Pz = y ^ Z 

JT 

_ 

例 9 求下列方程柯西问题 的解： 


u 


⑴ Ai+Ag+Gf 


0 fit 




i = y 


— z ; 


.T — 


du 


( 2 ) a:(y 2 -^z 2 )-^-\-y(z 2 -\~x z )^-\-z(y 2 — 


、du . 


4 


X 




x~ 


+ 之 4 


ci ) 特征方程组为 


djo _ dy dz 


由 = 得第—个首次积分 


由 ™^Z = -^， 得第二个首次积分 1 


所以，原方程通解为 


= 少（ V^F— V^ ， V^jT — y^~ ) 4 

即少 （1 — V /r ^~ ， -/~y — ^T~z ) 

1— v y =< f \ > 

则 ^i<f\ ，妗 ）= (1 一灼 ） 2 — ( 1 — 妗一矜 ） 2 = 码 （2 — 2 灼 一 g ) ， 

所以，所求特解为 

少（奶 9 <Pz)—i ^/~y — ^z ~)(2 — 2 v^"+ \/^"+ ) 


u 


当 X = 1 时， 


令 


u = y — zj 




y — z 


u 
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« 


(2) 特征方程组为 


dz 




dx 


( jy 2 +^ 2 ) )， 0 2 + z 2 ) 2 :( 3 ^ — x 2 ) 


x 


后，分子、分母分别相 


三分式分别乘以 


将第 


x, — y 


加，由比例性质，得 


dx — + 


zdz 


y^y 


■rd 


r 


x 


z 2 (y 2 — jo 2 ) 


y 2 (z 2 -{-x 2 ') 

故由 jrd.r — jdjy 十 = 0 ，得第一^个首次积分 


0 


x 




^-y 2 -^z 2 


<Pi 




dj/+3 ^ = —. 得第二个首次积分 




再由 


JT 


3 ; 






X 


所以，原方程通解为 






u 


X 


由 


十: 4 ,得 

<P(l — y 2 -\~z 2 ，3 ^) = y + 之 4 . 




令 i — y +^=^ ，妗，则 

<P(<Pi ^<Pz) — (y z — z 2 ) 2 -\~2y 2 


{( f \ — 1) 2 + 2沪尝 ， 


2 




z 


所以，所求特解为 


2 


少（奶，朽 ） = (- r 2 — y + 之 2_ l ) 2 + 2 

例10写出下列各连续可微函数所满足的一阶偏微分方程 

( 1 ) z = 0{x z -^y z ) ; 

(3) z^^Cxy ) ; 

解⑴因为盖 = 2 . r 0’ ，急= 2 3^’，所以，有 




U 


(2) z = 0 ix + y ) ; 

步 （jr — y^y — z } 


(4) 




u 


dz 


dz 


= 0 


—X ~ 


y d ^ c . 


3 y 


(2) 因为盖 — 0 r ^ — = < P f ，所以，有 


3 y 
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攀 


3 z 3 z 


了 = 0 


3 .r 




( 3 ) 因为 g = W= ，所以，有 


3 y 


f 7 z 


dz 


0. 


X 


Yr~ y Ty 




(4) 令$=/— j ，7=3；— 之，得 y =7+2 ，jr = f +7+2. 故有 

( f +7+=，7+: ，。）二以令， 7). 

——奶+巾’” 


“Cr ，）,，之） 




u 


,茗 


du 


dtt 


du 


从而 


— =( & 






dx 




dz 


生 + ㉟ +生 =0 

3 j : By dz 


所以，有 


dz 


dz 


例 11 证明满足一阶常系数方程 
形如 2 = 0 (心一町），其中少是任意的连续可微函数, 

证 特征方程组为#=¥，其首次积分为 


+ 6 ^ = 0 的二元函数 


a 


dx 




a 


< p = bx — ay 


当 a== 0 时，首次积分为 cp — x \ 当 6 = 0 时，首次积分为 < p=y 
综合上述结果可知，方程通解为 

0(<p) = 0(b.r — ay)* 

例12 证明满足一阶常系数方程 




z 


dll 


du 


du 


« I I I 


o 






dx x 


tl 


ar„ 


2 


的”元函数形如 u ^^ iazx ^ — 

中 “,（/.= 1 ， 2 ， 


— a v r tl ) ，其 


a^x z ^a i x l — a l x z ^ 


^a tt x x 


) 是实数，且不 为零; 少是任意的 n ~ l 元连续函 


參參 * 




数 


证方程的特征方程组为 


dj：! d.r 


n 


a i 


a 


a 


n 


dxi dx , ‘ 


由 


(/ = 2 , 3 ,…， 《) 可得 


1 个首次积分 


n 一 


^1 


a ； 
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着 


，”）， 


G = 2，3， 


鈐 — 1 —a,Xi —a^i 


所以，方程的通解为 

=少（灼，码，…，科— ！） 


u 


) 


= ^ P ( a 2 ^i — 


—a } x„ 




第三节一阶拟线性齐次偏微分方程 


主要内容 


形如 


du 


dll 


X n ju )^: - (- X 2 ( x ! ， X 2 , 


，“ ）： F "+" 


X } (xi , x 2 . 


，文 


dx } 


da ： 


2 


du 


① 


+ X ,( jr ! , jt 2 ， 




工:？， 


? y u 


的方程称为一阶拟线性非齐次偏微分方程 • “拟线性”是指各系数 

4 - 

兄心 =1，2,…， /!) 中可能含有未知函数 

1. 拟线性非齐次偏微分方程的求解，是化为求解线性齐次方 


U 


程来解决 


2. 求拟线性方程的柯西问题解 


疑难解析 


1. 怎样求一阶拟线性非齐次偏微分方程的通解？ 

答求一阶拟线性非齐次偏微分方程通解的步骤如下 
(1) 因为，若 VXx ! ，: r 2 , 

程①可化为一阶线性齐次偏微分方程 


)= 0 是方程①的隐式解，则方 




9V 


3V 


)P + … 


， uy ~ h ^2 (工 i ，工 2 ， 


X ) C X1，X 2 ， 


f jT rt y It 


，x 


dx 


3x } 
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參 



dV 


dV 


)X = 0 ’ ② 


H - ( X 】， ’ 


，，,,， H ) ^-+/2 (Xl ， ， 2 ， 


f x n J u 


• » » 




故可写出方程②的特征方程组 


dxj da : 2 


djc tl d u 


③ 


X 厂 R ， 


X x X 


从而，可求出特征方程组③的 《 个独立的首次 积分. 

实际上，这一步就是写出特征方程组③，并求出〃个独立的首 


次积分 


，打） 




9 x n ， m ^ 0 ^ 1 ， 2 ， 


1 J ^2 ， 


« • • 


(2) 由 n 个首次积分写出齐次偏微分方程②的通解 


«)，••• ，<p 乂 jc' ， : c 2 . 


it )) 




，工 rt , 


X 






n ， 


(3) 令 F =0, 即得一阶拟线性非齐次偏微分方程的通解. 


dz 


dz 


例如，求方程 p 造 + y 忘= z 2 的通解 

其特征方程组为 


dx d^y dz 


2 


2 


X 


y 


z 


由得第一个首次积分 


X 


y 


9 \ = — 


X 


y 


由得第二个首次积分 


X 


z 


^― 


X 


z 


写出齐次偏微分方程的通解为 

y =少(約 ， 只; ） =0( 士一 11 1 




X 


Z 


所以，原方程通解为 

1111 


丄 _ f\ ^ 

W I ■ 


0或 


0 




X 


y 


X 


X 


Z 


X 


y 
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2. 求一阶拟线性非齐次偏微分方程柯西（初值）问题解有哪 


些步 


% 


? 


答求解步骤可归纳如下. 

(1) 写出对应齐次偏微分方程②的特征方程组③，求出它的 
个独立的首次积分 


n 




)G = 1 ， 2 ， 


* » » 


， Jr n i u 




(2) 建立等式组 


0 




)= 奶 ， 


，工 2 ， 




x 


H — 1 , 


n 


工！!）=妗， 




， 


，： r 


1 ， 


«『一 


0 


% (*^1 


)= 巩， 

•，: r ,,^). 由此解出:^ 


，工2， 




X 


rt ——1 > 


H 


其中，初始条件为 


— ipix ' 


=u 


u 


^ 2 ， 


^， 


0 


X — _ JT 


W 


n 


? X n , u 


X】=叫 （仍 ，仍， 
= ，朽， 


，汎）， 

，云 ,）， 


X 


1 ( 灼，妗，…， 矜）， 


1 =出 


X 


M — 


rt ― 


(灼，灼，…，外) 


11 = 0) 


ft 


(3) 构成满足初始条件的隐函数形式解（积分） 

，畀），⑴ 2( 灼，矜，…，蚪）， 


( 奶，奸， 


，％) — 0( ⑴ 1 (奶，奸， 

，蚪））=中（灼，妗，…，蚪） 


W 


* # _ 


/I 


1 (<Pi j<Pz ， 


n — 


dz 


dz 


的满足 


例如，求方程（爪之一 (,7 JT — lz ) — 

(iJT * - 

y 2 -\- z 2 = a 2 的解，其中为 常数， 

其特征方程组为 


ly— 




rnx 


x = 


d y 


61 y 


dy 


d^r 


dx 


nx — Iz ly — mx 


mz —町 


由本奪第二节例 6( 3 ) 知，它的两个首次积分为 

I 

p 

(f\ =x 2 -by z -\~z z j ^p z —Lx?ny-\- 


nz 
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又由两个首次积分与初始条件 


jr 2 + jy 2 = V ， 得 


〆 +;r 2 = 2ci z 


所以，满足初始条件的解为 


了 2 +3^+之 2 = 2 a l . 


方法、技巧与典型例题分析 


例1求下列各方程的通积分 


dz 


dz 


( 1 ) 


( 2 ) 




⑶石+云， 


dz 


dz 


(4) 


dx J dy 


按疑难解析 1 的步骤求解 


(1) 特征方程组为 


dx djy d^: 


0 


由 d ^=0, 得第一个首次积分 


(= C ,)- 

将 3，= C \ 代人等式& = #中后积分，有; ^ = ln | C 2 U 

y - ii 

得第二个首次积分 


奶 =y 


— xly 


'r/q = 


< Pl=ZC 


所以，方程的通积分为 


0{ y 9 z ^ / y )= O ^ 


(2) 特征方程组为 


dx dy dz 


dj" — d^y 


，得第一个首次积分 

( f \= x z + y 2 * 

将特征方程组一 、二 分式分别乘以后，利用比例性质，得 


由 
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_ 


dz ydx + xdjy + d ^： 

- —— ^ • 


dx — dy — 


2 


0 


2 


x —y 


— x 


y 


知 d (： o ，+ z ) = 0, 得第二个首次积分 


9产 A 


所以，原方程通积分为 


少（工 2 +y ，工 ; y + 之 ）=0. 


(3) 特征方程组为 


dx dz 


2z 


由$ = ¥，得第一个首次积分 




由，得第二个首次积分 


一 2.r 


9 z^ ze 


所以，原方程通积分为 


2 0 = 0 


<P(x—y jze 




(4) 特征方程组为 


dx djy dz 

—yx —y 2 

由得第一个首次积分 

： r l —xy 


2 


X 


(代人 T = ~j y % y 2 ^ y ~ 


由| = 主 

— xy —y 

二个首次积分 


Cidz = 0* 积分后，得第 


<Pz = y —3xyz 


所以，原方程通积分为 

^(xy ? — 3 工 3^) = 0 或 ^ooyz — y^^f^^y^) 

例 2 求下列方程的通积分： 


dz 


dz 


(1) cosjy —+cosx — 


cosxcosy; 
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3z 


3z 


r + ：y 


1 


(2) 0+ e r )7 + (之 十 = c 


— e 


3 y 


dx 


3z 


dz 




(3> ( y + 公 


— x 


3 y 


du 


3u 


du 


2 


—— 2u = X 


(1) 特征方程组为 


(4) 


x — 

OX 




dx — dy _ 


cosy cosx cosjrcosy 


由盖 r 蛊， ㈣ -个首次积分 


=sin.r — sin^ 


d 之 


由1= 

cosjt cosxcosy 


，得第二个首次积分 


<Pz = z — smy 


所以，方程的通积分为 


①（之一 sin)，sinx — sin^) — 0* 


(2) 特征方程组为 


db 


<^y 


dx 


: r +). 


:V 


之十 e 


X 


z^ — e 


e 


z 


后，分子、分母分别相 


一 JT 


， 1 ，e 


~x 


ze 


加，由比例性质，得 


r dx 十 d) + e— 


d 之 


dy 


dx 


— zc 


之 +e r z-\~e y z 2 — e r ^~ y 


0 


Mx + dy + e - ids ^ dKy + se—O = 0,得第一 ^ 个首次积分 


则由 一 ze 


y\ = y^zc 

再将一、二、三分式分别乘以1， 
相加，由比例性质，得 


—X 


后，分子、分母分别 


一 ： y 




，e 


— ze 


dx 一 ze + e y d 


d 之 


dy 


dx 




T+JV 


0 


2：+# 之 + e ’ 


z^—e 


则由 d ( x +2： e _ O = 0, 得第二个首次积分 


<p z = x^\-ze 


—y 
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所以，方程的通积分为 


<P(y^ze~ 2 9 x^zo 


v ) = 0- 


(3) 特征方程组为 


d^r 




dz 


J 2 +2 T 2 — X 2 


— 2 jry — 2 xz 


<^y 


d : 


由 


_ 2 x 3; =^^ 化简后积分，得第一个首次积分 


2 ^ 


9\ = 二 


y 


将一 、二、二 分式分别乘以 2 .r ，， 2=后，分子、分母分别相加 ， 

由比例性质，得 




2xdx 2j ; d^y-|- 


) — Ajry 2 — 4^rz z ’ 


— 2^cy 2 x () 2 +2 


n 


— x 


dj / d (.r 2 十 j 2 +z 2 ) 

+ y +/ 


2 


: V 


X 


积分，得第二个首次积分 


V+y + 之 


9 i = 


y 


所以，方程的通积分为 


+y+ 


2 


2 ： X 


Z 


0 


= Q 






(4) 特征方程组为 


dx dy d 之 


du 


:r + 2 w 


x 




z 


由¥=&，得第一个首次积分 


JT 


y 


y 


9 i = — 


X 


由 t = # ，得第二个首次积分 




z 


z 


9^ = — 
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dx 


du 


由—— = 


得 x 2 dx + 2 udx ^= xdu ，将等式两端乘以 x - 2 后移 


2 


十2« 




工 


项，得 


djr du 2udx 


d,r 


u 


=> — =d 


x 


X 


X 


X 


X 


积分，得第三个首次积分 


妗 = 4 —In u j 


所以，方程的通积分为 


1 

In | x [ = 0- 

/ 




之 U 


0 


2 


X 


y 工 

例3 求下列方程的通 积分： 

(1) ( 以 +)+ 之 )_+ («+x+2：)^ + (if+X+ 3 O™ = .r+3H _;2: » 


I C ^ irf ^ I V 〜 k 


du 


( 2 ) 


x — 




dx 


f)z 


dz 


(3) xz{xy-^z 2 ) — — yzixy-^rz 2 ) — 


JO 




(1) 特征方程组为 


dx 




d ^： 


du 


u^hy-\-z w+x+js ： u-\-x-\~y x~\-y-\-z 


由比例性质，得 


du-\-dT^dy^dz — du — d:r — du — dy — du — dr 

3(x-\-y-\-z + u) 


x — u 


— u 


z — u 


dw+di + dj+ d 

3 (jt+jv+z+k ) 


d (jt — u 、 

X —— u 

<Pl = (x — M) (JT+jy +：£： + «) 1/3 


z 


由 


，得第一个首次积分 


du+d:r+d;v + d;g： — d(^ — u) 

^^x+y+z+u) 


由 


，得第二个首次积分 


y—u 

iy 一 u) (x+jy+5 ： + M) 1/3 

d (z — u 、 
z — u 


9 i 




d w + dx + d jy+d 之 

3(x+jv+^ + w) 


由 


，得第三个首次积分 


1/3 


約 = (z — u)(x-\-y^z-\-tO 
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所以，方程的通积分为 

少 （（jr — 以 ）（jr + ) + : + a )] /3 ， (jy — (x + ^y + ^ + w ) 1/3 ， 

(z — u 〉（jt 卜 jy + s + a)" 3 ) = 0* 

(2) 特征方程组为 


dx djy d^r du 


x 


y 


z 






，得第一个首次积分 


X 


:V 






X 


由，得第二个首次积分 


jC 


Z 


X 


^p2~~ 


Z 


在与=竺中，代人 3 -C 


X 




iX jZ — 


C 


JC 


xyz 


dj ： 


du 


^-3 u = C 3 


C^/C 

将 c ,， c 2 代回，得第三个首次积分 


c 


JC 


<f^ = xyz — 3u 


所以，方程的通积分为 


3^ 


x 


叫 » 亨 - 叫 =0 或 3 W = x^+/l^,f 


(3) 特征方程组为 


dx 




dz 


xz(a:y~\-z 2 ) 一 yz(xy-\-z 2 ) x 4 


dx 


dy 


得第一个首次积分 

(= C ])_ 


由 


xz{xy-^z 2 } 一 yz{xy-\-z 2 ^) 

< h^ x y 


dx 


ds 


( a +? r ?， 代人 r ) ;=Ci ， 得 


对 


XZ 


积分 


djrsdC 】 十; s ： 2 ) dj ： => x A = 2 CiZ z -\- z A ^- C 2 


x 
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将代回，得第二个首次积分 


< P ^ — x A — Zxyz 2 — z 


所以，方程的通积分为 


0(xy^jr A — 2x^2： 2 — 之 4 ) = 0. 


14 求下列柯西问题的解 




dz 


Bz 


(l)x 云 +K = 2 之， 


Z 


1 = 夕 ; 


3 y 


wT — 


dz 


3 z 


( 2 ) 


+ (: y + x 2 ) 


=y —4; 


x — 

dX 


dy =z ' z 


jc~2 


dz 


dz 


(3) 


2 


— 2 x — = z^z 


X — 


? 


9 r 






dz 


3 z 


(4) (y- bz )-- {x - az )- = bx ^ ay (6^-1) 

解 （1) 特征方程组为 


，之 


^3 ; 


.r= 0 


dx djy — dz 

y ~2 z 


x 


由^£ = &，得第一个首次积分 2 


X 


3 ; 


x 


dr _，得第二个首次积分多. 

由夕=仍 ^ = 得，所求积分为码一奶=士 


由 


X 




o . 故所求解 








X 


J 0 


为 


z = xy 


(2) 特征方程组为 


djr 




dz 


: V + 了 


X 


Z 


da 2xdx d V 

2x 2 y^\-x 

dx dy — dx 

y — x 


由 


利用比例性质，有 


x 


dx — d { y — x 2 ) 

y — x z 




X 


X 


y — oc 1 


得第一个首次积分 


<p^ = 


jr 
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由&=&, 得第二个首次积分 


Z 


X 


Z 


9% = — 


X 


利用初始条件1 = 2，^=^ —4知4 = •所以，方程的初值 


X 


X 


问题解为 


z — y _ jo 


(3) 特征方程组为 


d.r djy dz 


— 2工 




x 


由一= 与 

— 2 .r 


，得第一个首次积分 

<Px = 2x-\-y 


X 


dx dz 


，得第二个首次积分 


由 




Z 


Z 


9^ = ~ 


X 


所以，方程的通解为少 2^+^^— =0,即 2 = jr /(2 x + ： y 0_ 代 


X 


人初始条件 2(1 ，:^) = 3^，得 


f{y-h2)=y 2 => f(0=t 2 — it + A, 

故 / (2 sc -\- y )= (2 x +)') 2 —4(2:+： y )+4 = (} + 2工一 2) 2 * 

于是，所求特解为 


— 2 ) 


z 


(4) 特征方程组为 


dz 




dx 


—bz — {x — az) bx — ay 


y 


dz acLr + ^djy+cl 


bdy 


adx 

— ahz — 6 j :+abz bx —— ay 




得 


0 


ay 


由 d ( a : r + 知+幻= 0,得第一个首次积分 


< pi = ax - hby-\-z 
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再将特征方程组中一、二、三分式分别乘以 2x ， 23 /， 2z 后相加 
按比例性质，得 


_ d ( x 2 十 〆 + 〆 ) 


2 ydy 

2 xy — 2 b xz — 2 yx ~2 ayz 2 hxz — 2 <^yz 

则由(10 2 +：>/ 2 十2： 2 ) = 0，得第二个首次积分 

X 2 + y z z z . 

I 

则有 


2-ccix 


2 之 d；r 


0 


代入初始条件 *r = 0 




C \ 


+fc3；+2 = C” x 2 ^ry 2j rz 2 — C z ^> 2 j-j^r =C 2 , 


ajr 


办+1 


所以，所求特解为 


ax-\-hy-\-z 

~~bTl ~~ 


x 2 +y+ 之 2 =2 


例 s 求下列方程的柯西问 题解: 

3 u , dll t du 
^ y dy ^ Z ^ 


( 1 ) 


- x ' Cy + z '); 


= u^a 




X 


⑵ v^|+/y 


dz 


^slnZy; 


= Z^Z 


3 y 


x~ 


dz 


dz 


= lnj ：； 


z 


dX 


dy 


户0 


dz 


e my On 是常数). 


(4) 


= 之，之 




dy 


-T— 0 


(1) 特征方程组为 


dx d v dz d « 


u 


X 


y 


z 


dj ： 一 dy 


由 


，得第一个首次积分 


a : 


y 


y 


91^~ 


x 


得第二个首次积分 




Z 


Z 


9 z = — 


X 
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由得第三个首次积分 




U 


U 




X 


代人初始条件1 = 2 


(: V +2)， 有 






z 


U 


y=2<f\ , 之 = 2 矜 ， u = 2%, 


7 =妗， 




2 


得 


2^ = -^(2^ + 2^) 


2 


所以，所求特解为 


( j +之） 


u 




_ 


(2) 特征方程组为 


d:r _ dy _dz 


z 


dx — dy 


由 


，得第一个首次积分 


由^= = ¥，得第二个首次积分 


\^y 


z 


9^ = 2 ln |《| 


所以，原方程通解为 


^( ,2 V^y~ —In j ^： I ) = 0- 

P 2 一 In 1 2 ： I =a){ \^~x — 2 ：= -fe 2 

e 2 ^<p( ^fUc — s/~y )• 


y y — o#( /x — ^Jy ) 


或 




z 


代人 ，2 = sin 2： v ， 得 

<p{\— \ /r ^y ) =sin2^ => <p{l — \/^y~) =e -2/ ^ r sin2^ / 

= e 20 _ 1 ) sin[ 2 (l — ^) 2 ] (/ = 1 — v^~). 

于是，所求柯西问题解为 


2 


e 
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鐮 


sin[2(l— + ) 2 ] 


2 

z = e 


(3) 特征方程组为 


dx dy dz 




dx 


，得第一个首次积分 


■ I , 

由 ■ 


JT 


dy 


dz 


=S， 得第二个首次积分 


由 




Z 


所以，原方程通解光 


< P ( — V ^"，— v^") = 0. 


[V^y" 一 4( — v /r ^~)] 2 . 

代入初始条件 J = 0 ，z = lnjr ，得 

I 

[0( )] 2 = lnx (pi \T~x ) = — V\nx 

(因为 ^~y — =0( — v^") 知，: y=o 时 %Tx ) 为负 •） 

^(/) = — \/ lnf 2 * 


其显式通解为 


z 




故 


于是，所求柯西问题解为 




Z 


9 


3 z 


得 T(z e_v ) = 0 , 故有通解 


(4) 由5 


=z 


3 y 


3 y 


CU ) e y , 




z 


其中 C(x) 是任意的连续函数 


① 


令 


C(0)e)，= e' 


若 m 乒1，则不论 C(0) 取何值，式①对:V不恒成立，所以柯西问 
题解不存在； 

若 m = l ， 则只要 C(0) = 1 ， 使式①成立的 C(.r) 有无穷多个，所 
以柯西问题解有无穷多个 • 
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满足 C (0) = 1 的连续函数 C ( x ) 举例如下 


e . 7 ， 1 + x 2 ， 


1， 


cosjt ， 


对于一阶拟线性偏微分方程 


Bu 


3 u 


A 1 (,j: ^yfu)^-\-A z Cr^y ^u)^ = R(jc fit) ^ ( * ) 

其解 wOo ;) 在 ( uw ) 空间中是一个曲面称为式 （* )的积分曲 

面.积分曲面由特征线“织”成. 

例6求方程《〜+ ^=1分别过空间曲线 

(1) In X —t ^ y = t ^u = 0} 


( 2 ) l 2 


t%y = t jii = t ; 


(3) l 


2 tju — t 


t 






的积分曲面 


du 


d.r 




特征方程组为 

a) 由々的参数方程知 


1 ，了 =i 




，心 


A yl 


0 


尹 0 A— 

* t 


A= 


所以存在唯一的积分曲面含有曲线 a 

特征方程组的通解为 


= C } +CV 十 ， y = C 2 -\- s f u = C z -\-s 


~ C 3 得 


由初始条件 i s 


t = C z , 


t = C l yy 






jo = t J r ~^ rs 2 ^ 


y = t-\-S, 


u 


消去参数 s ， r ， 即得所给柯西问题的解为 


-- U 


(2) 由/ 2 的参数方程知 




= 0 
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但沿曲线 / 2 ，有 


x r (?) y (/) v ⑴ 


所以/ 2 是特征线，柯西问题的解不唯 一• 

(3) 由/ 3 的参数方程知 


t 




= o 


2t 2 


但沿曲线/ 3 ,有 


2= - “） = y ⑴ 〆 ⑴ 


x 


故柯西问题无解. 


例7求方程 : r 过 /: jr = o ,2：= y 的积分曲面 

解曲线的参数形式为 


t z 


x = 0 9 


y =^ t ^ 




z 


由曲线的参数方程可得 

I —t ol 


= — ty^o (设， #0) 




0 


故方程有唯一的含有所给曲线 / 的积分曲面 


dx 


d V dz 

___ 


方程的特征方程组为 
条件5 = 0时 x = 0 ^y = tjZ = t 2 的解为 


= 0. 它的满足初始 


_x ，石 


x= — tsms 9 y = tcoss ， 


z = t 


消去参数 f ，5,得方程过 / 的积分曲面 


= x 2 + jy 2 
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# 
















































































































































































































































































































































